ΓΕ 2ΜΕΤΡΙΑ 


Ρ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
Ι”.ΕΝΙΚΗΣ ΠΑΙΔΕΙΑΣ 


ΗΡΟΛΟΙ ΟΣ 


Αγαπητοί συνάδελφοι. 


Φίλοι µαθητές και μαθήτριες 


Η καινούργια µας σειρά βιβλίων µε τον τίτλο “ΒΙΒΛΙΟµαθήµματα” δημιουργήθηκε 
από µια ιδέα µας για το περιοδικό “Εξετάσεις της Ελευθεροτυπίας. Παρουσιάσαµε 
στην εφημερίδα τα µαθήµατα, όπως γίνονται στον πίνακα, δημιουργώντας για το 
σκοπό αυτό την πολυπληθέστερη συγγραφική ομάδα που έχει ποτέ συσταθεί, 
προσπαθώντας την εμπειρία της τάξης να την αποτυπώσουµε στο χαρτί. Τη 
συγγραφική ομάδα αποτελούν καθηγητές συγγραφείς καταξιωμένοι στη συνείδηση 
γονιών και μαθητών για την ποιότητα τῆς δουλειάς τους. 


Η συλλογική αυτή προσπάθεια, εμπλουτισμένη, σε σχέση µε το υλικό που παρου- 
σιάστηκε στην εφημερίδα, απευθύνεται, αφενός στον καθηγητή που θέλει να 
παρουσιάσει το μάθημά του στην τάξη µε µια µεθοδικότητα. αφετέρου στο φιλόπονο 
μαθητή που θέλει να διαβάσει, να μελετήσει και να κατανοήσει την ύλη, χωρίς να 
σπαταλήσει τον πολύτιμο χρόνο του. 

Γι αυτό κάθε µάθηµα ολοκληρώνεται σ᾽έναν τόμο. Στο βιβλίο που κρατάτε στα 
χέρια σας περιέχονται µια σειρά απὀ νέες, στην Ελληνική βιβλιογραφία, ασκήσεις 
καθώς και συνδυαστικά θέµατα. 


Ο σκοπός µας: να δημιουργήσουμε ένα “εργαλείο δουλειάς” για όλους µας. 


Η ύλη χωρίστηκε σε 10 ΒΙΒΛΙΟµαθήµατα που το καθένα περιέχει: 
9 Τις απαραίτητες γνώσεις θεωρίας, µε παρατηρήσεις για βαθύτερη κατανόηση. 
9 Λυμένα παραδείγµατα. στα οποία καταδεικνύεται η μεθοδολογία επίλυσής 
τους σε κίτρινο πλαίσιο. 
9 Λυμένες ασκήσεις. 
ο [α προτεινόμενα θέµατα µε υποδείξεις - απαντήσεις σε μπλέ πλαίσιο. 


ο Ίο “ξεχώριστό θέμα”. 


Όσοι από τους συναδέλφους επιθυμούν να έχουν τις λύσεις των ασκήσεων, για έλεγχο 
των απαντήσεων, µε χαρά θα τις στείλουμε αν επικοινωνήσουν µαζί µας. Επίσης, θα 
θέλαμε κρίσεις, παρατηρήσεις, καθώς και επισημάνσεις γι’ αυτή µας την προσπάθεια, 
ώστε η γόνιμη αυτή ανταλλαγή απόψεων να βοηθήσει στη βελτίωση των μελλοντικών 
μας εκδόσεων. 


Η συγγραφική ομάδα 


Πρόλογος 
Περιεχόμενα 


Κεφάλαιο 10 
Μάθημα 19: 
Μάθημα 20: 
Μάθημα 350: 


Κεφάλαιο 20 
Μάθημα 40: 
Μάθημα 50: 
Μάθημα 66: 


Κεφάλαιο 30 
Μάθημα 7ο: 
Μάθημα δ»: 


Κεφάλαιο 40 
Μάθημα 90: 


Μάθημα 100: 


Επαναληπτικά Θέματα 


Περιεχόμενα 


ο παν ενα ο ο ος ο το νο ο ο ο 7 
ο ο ο ον ο ο ο ο ο ο ο ο 0 
γραμμ σημα το. πα ου. 13 
ο ποια ο πώ ικα βθ οἱ ρλω μ---.. 25 
Ὡμοιοτησα ο ο ο α---ἩὉ οκ λος. ο. 
Μετρικές σχέσεις σε ορθογώνια τρίγῶνα  ...ιιιέννν τιν τινων ννννων 45 
Μετρικά σχέσεις αι ΔΜΙΦΙΤΑΗΥῶΝΘ .......... νο ν  βοοοοοοοκκενωννο δη 
Μετρικές σχέσεις σε κὔκλάανα ο... ο... Υ...... 71 
μμ ασα οπιπέοωικθηατο να -Ὠ-' δ/ 

Άλλοι τύποι για το εμβαδόν τριγώνου 
Λόγος εµβαδών οµοίῶν τριγώνων - πολυγώνωῶν ....ιιιιιννν νι ινν. 107 
πρ ο πο πολ ανλς Αἁυὑυντ υ--. 123 
Νετρῃσήημκυ κο. μαι ο ο ντ ο ο πα... 141 
ο ο ο ο ο ο ο ο σος ῃ 


Ἠγγεγραμμµένα 
σχήματα 


Αναλογίες 





1 Κεφάλαιο 


Οµοιότητα 


ασ 
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Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΝΟΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 


Σκοπός του µαθήµατος είναι να δῶσει στους µαθητές συνοπτικά τις απαραίτητες γνῶσεις 
από τή ὁιδακτέα ὑλή τής 4᾽᾿λυκείου που ὃεν ὁιδάχθηκε ή ὁιδάχθηκε περιληπτικά. 


ΕΥγγεγραμµένη γωνία 


Ορισµός 
Μια γωνία λέγεται εγγεγραµµένη σε κύκλο. όταν η κορυφή της είναι σηµείο του κύκλου 
και οιπλευρές της τέµμνουν τον κύκλο. 
Μια γωνία, της οποίας η κορυφή είναι το 
Δ κέντρο του κύκλου και οι πλευρές της τέ- 
μνουν τον κύκλο λέγεται επίκεντρη. 
Σε κάθε επίκεντρη γωνία αντιστοιχίζουµε ένα 
από τα δύο τόξα (βλ. σχήµα)του κύκλου µε 
άκρα Κ και Λ το οποίο ονομάζουμε αντί- 
στοιχο τόξο της επίκεντρης γωνίας. Λέμε 





τότε ότι η γωνία βαίνει στο τόξο ΚΑ. 
Αν ὃεν αναφέρεται κάτι άλλο θα θεωρούμε στα επόμενα ότι οι γωνίες βαίνουν στο έλλα- 
σον τόξο (κυρτές γωνίες). Το µέτρο της επίκεντρης γωνίας είναι ίσο µετο μέτρο του τόξου 
στο οποίο βαίνει. 


Θεώρημα 


Κάθε εγγεγραμµένη γωνία είναι {ση µε το μισό της αντίστοιχης 
επίκεντρης (δηλαδή της επίκεντρης που βαίνει στο {ίδιο τόξο π.χ. 
στο διπλανό σχήμα είναι ὦΞ 2φ. 

Σε κάθετόξο µπορείνα βαίνει µια µόνο επίκεντρη γωνία, όµως σε 
αυτό μπορούν να βαίνουν άπειρες εγγεγραμµµένες. 


Πορίσµματα 





α. Το μέτρο µιας εγγεγραμµένης γωνίας είναι ίσο µετο μισό του 
αντίστοιχου τόξου. 
β. ΕΥγεγραμµένες γωνίεςπου βαίνουν στο ίδιο τόξο είναι ίσες. 
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γ. Εγγεγραμµένες γωνίεςπου βαίνουν σε ίσα τόξα, ίσων κύκλων είναι ίσες. 
ὃ. Εγγεγραμμένες γωνίες που βαίνουν σε ημικύκλιο είναι ορθές. 


Γ ὠνία δύο τεμνουσών 





Γ ὠνία χορδής και εφαπτοµένης 


Σεκύκλο(Ο.Ε) παίρνουμε χορδή ΑΒ καιτην εφαπτομένη στο 
σηµείο Α. την Χ΄ΑΧ. Κάθε µία από τις γωνίες ΒΑΣ και ΒΑχ΄ 
λέγεται γωνία χορδής και εφαπτοµένης. 

Η οξεία γωνία ΒΑΧ λέγεται γωνία της χορδής ΑΒ καιτου κύ- 
κλου(Ο.Κ). 

Το τόξο ΑΒ που περιέχεται μεταξύ των πλευρών της γωνίας 
χορδής και εφαπτοµένης λέγεται αντίστοιχο τόξο της γωνίας 
αυτής. 





Η γωνία χορδής και εφαπτοµένης είναι ίση µε κάθε εγγεγραμµένη γωνία που 
βαίνει στο αντίστοιχο τόξο της χορδής. 





Βασικός Γεώὠμετρικός Τόπος 

Ολές οι εγγεγραμµένες γωνίες στο {διο τόξο είναι ίσες. Οι κορυφές των γωνιών αυτών 
“βλέπουν τη χορδή του τόξου µείσες γωνίες”. Λέμε λοιπόν ότι: 

Ο γεώμετρικός τόπος τῶν σημείῶν του επιπέδου από τα οποία ένα 
τµήµα ΑΒ φαίνεται υπό γωνία Φ είναι δύο τόξα κύκλων συµµε- 
τρικά ὠςπροςτην ΑΒ. Από τα τόξα εξαιρούνταιτα σηµεία Α και Β. 


Πόρισμα 

Ο γεωμετρικός τόπος των σημείων του επι- 
πέδου από τα οποία ένα τµήµα φαίνεται υπό . 
ορθή γωνία είναι κύκλος διαμέτρου ΑΒ. 
Εξαιρούνταιτα άκρα Α και Β του τµήµατος. 
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Το εγγεγραμμένο τετράπλευρο 
Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγεγραμμένο σε κύκλο αν οι κορυφές του είναι σηµεία του 
κύκλου. Ένα τετράπλευρο λέγεται εγγράψιµο σε κύκλο. αν υπάρχει κύκλος, που διέρχεται 
από τις κορυφέςτου. 

Θεώρημα 

Ένα τετράπλευρο που είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο έχει τις εξής 


ιδιότητες: 


α. Οι απέναντι γωνίεςτου είναι παραπληρωματικές 


(ΑΕ Ξ180' και ΒΛ ΞΙ80") 





β. Κάθεπλευράτου φαίνεται απὀτις απέναντι κορυφές µε ίσες γῶ- 


Χ 
|  3ᾖ Β 
νίες, π.χ. (Α, Β,) η 
γ. Κάθε εξωτερική γωνία ενός εγγεγραµµένου τετραπλεύρου είναι 
ίση µετην απέναντι εσωτερική του γωνία. 
Δ 
1 


Θεώρημα (Κριτήριο) 

Ένα τετράπλευρο είναι εγγράψιµο σε κύκλο αν έχει µία απότις παρακάτω ιδιότητες: 
α. Δύο απέναντι γωνίεςτου είναι παραπληρωματικές. 
β. Μια πλευρά του “φαίνεται απότις απέναντι κορυφές µε ίσες γωνίες. 
γ. Μια εξωτερική του γωνία είναι ίση µετην απέναντι εσωτερική του γωνία. 





Ένα τετράπλευρο λέγεταιπεριγεγραμµένο σεκύκλο, αν όλες οιπλευ- 
ρέςτου εφάπτονται στον κύκλο. 
Σε κάθε περιγγεγραμμένο τετράπλευρο ισχύουν οιιδιότητες: 

α. Οι διχοτόµοι των γωνιών του διέρχονται απὀ το ίδιο σηµείο. 


β. Τα αθροίσµατα των απέναντι πλευρών του είναι ίσα. 





Ένα τετράπλευρο λέγεται περιγράψιµο σε κύκλο, αν υπάρχει κύ- 
κλοςπου εφάπτεται στις πλευρέςτου. 


Θεώρημα (Κριτήριο) 
Ένα τετράπλευρο εἰναιπεριγράψιµο σε κύκλο αν: 


α. Οι διχοτόμοιτριών τουλάχιστον γωνιών του διέρχονται από το ίδιο σηµείο. 
β. Τα αθροίσµατα των απέναντι πλευρών του είναι ίσα. 
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Β. ΜΕΟΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΟΝ 


Η Αναλυτική Μέθοδος (Πλάτωνας 430 -347π. Χ.) 


Οι αποδεικτικές μέθοδοι - συνθετική μέθοδος, η µέθοδοςτης απαγωγής σε άτοπο και η 

μέθοδος της αντιθετοαντιστροφής και της τέλειας επαγωγής - είναι γνωστές από την 

Άλγεβρα και χρησιμοποιούνται και στη λύση γεωμετρικών προβλημάτων. 

Οι παραπάνω μέθοδοι δεν µας δίνουν ικανοποιητικά στοιχεία για το πως βρέθηκε η 

απόδειξη µιας πρότασης. Γι’ αυτό ακολουθούμε την επόµενη σειρά συλλογισμών που 

λέγεται ανάλυση. 

Δεχόμαστε ότιτο πρόβλημα ή η ζητούµενη πρόταση αληθεύει καιτη μετασχηματίζουµε 

διαδοχικά µετη βοήθεια γνωστών προτάσεων και θεωρηµάτων µέχρινα καταλήξουμε 

σε µία αληθινή πρόταση ή σε µία πρόταση που δίνεται στην υπόθεση του προβλήματος. 

Δηλαδή: 

Έστω ότι η ζητούμενη πρόταση είναι η ΠΠ. 

Δεχόμαστε ότιη ΗΠ είναι αληθινή καιτη μετασχηματίζουµε διαδοχικά στις προτάσεις 
...5 ΠΠ, όπου η τελευταία πρόταση Η, είναι αληθινή ή δοσµένη στην υπόθεση 

του προβλήματος. 

Οιπαραπάνω προτάσεις είναι οι προτάσειςτης ανάλυσης και διατυπῶµένες µε αντί- 

στροφη σειρά αποτελούν τη σύνθεση. 

Η λύση ενός προβλήματος παρουσιάζεται (διατυπώνεται) σχεδόν πάντοτε µε τη 

σύνθεση. 





Παράδειγμα 1 
Στον κύκλο (0Ο. ϱ) παίρνουµετις χορδές ΑΒΞΑΙ και φέρνουμε από το Α ευθσεία. που 
τέμνει τον κύκλο στο Ε και τη ΒΙ στο Δ. Να δειχθεί ότι η ΑΒ είναι εφαπτομένη του 
κύκλου. που διέρχεται από τα σηµεία Β. Δ. Ε. 

Λύση 

Διατυπώνουμετις προτάσεις της ανάλυσης: 

Π: Δεχόμαστε ότιη ΑΒ είναι εφαπτομένη του κύκλου. 


ΑΔΒ - ΕΒΑ (γωνία υπό χορδής και εφαπτομένης) μι --λ 
ΕΏδ- ΗΓΑ νο. τὰ 
οἱ: ΕΒΑΞΗΕΗΙΓΑ (βαίνουν στο ίδιο τόξο ΑΕ) . Να. 


μ-- 
ο 





ΕΓΑ-ω-χ (βλ. σχήμα) 


ο» 


ατ - - 


η ΑδβΞω-κ (διότι η γωνία ὢ είναι εξωτερική γωνία στο τρίγὠνο ΑΔΒ) 


Οι παραπάνω προτάσεις µας οδηγούν στη διατύπωση της λύσης η οποία είναι: 
Αδβ-ω-χ ,διότιη γωνία ὢ είναι εξωτερική γωνία στο τρίγωνο ΑΔΒ και ΕΓΑ-ω- χ 


οπότε ΑΔΒ--ΕΓΑ και ΑΔΒ-- ΕΒΑ ,που σηµαίνει ότιη ΑΒ είναι εφαπτομένη του κύκλου 
στο σηµείο Β. 
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1. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Άσκηση 1 
Σε καθένα από τα παρακάτω σχήματα να βρείτετα κ και γ (όπου κ. Υ γωνίες ή τόξα 
ανάλογα). 





Λύση 

α. Τα άθροισμα των τόξων του κύκλου είναι: 
2χ--2χ--οχ- 260’. Άρα 10χ-260.οπότεκχ26.. 
Έτσι έχουµε ΛΒ -2-36--72' και τρες ο - Ξ 

β. Φέρνουμε την ΟΙ και παρατηρούμε ότι το τρίγωνο ΟΒΙ είναι ισόπλευρο 
(ΟΑΔΑΞΟΒΞΒΓΞΠΚ.Κείναιη ακτίνατου κύκλου). 





Ξ-26 


Είναι ΒΟΙ -- 60: οπότε και ΒΤ -- 6ο». 
Απότην υπόθεση είναι ΒΔ- ΒΓΓΑ-- 60” «30: --ορ". Άρα ΧΞ4»δ.. 


210 ο ῃαςο 





Το τόξο ΒΑΔ είναι 260’ --90’ --270’. Άρα 2ΞΒΓΔΑ- 


γ. Ισχύει ΒΑΓ -- ᾱ διότι η ἆἅ εἶναι γωνία υπο χορδής και εφαπτοµένης και η ΒΑΓ είναι 
εγγεγραμµένη στο τόξο που ορίζειη χορδή ΒΙ. 








ο ιτ μα ον ο το) 
: 2 
| ο ου -.-.--.---.-.- 
Στοτρίγὠωνο ΑΒΙ ισχύει Α--Β.ΕΙΞΙΣ0Ο .Όμως Α- 60’ και στο . Ξ45. 


Άρα 60’ -«Β--45' --Ι80’ οπότε - Β-Τ5' 


Άσκηση 2 
Να δείξετε ότιτα τόξα που περιέχονται ανάµεσα σε παράλληλες ευθείες είναι ίσα. 
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Λύση 

Έστω ΑΒ, ΓΔ. δύο παράλληλες χορδές ενός κύκλου. Φέρνουμε τη 
χορδή ΑΙ. Τότε Α, τς υ ως εντός εναλλάξ των παραλλήλων ΑΒ και 
ΓΔ τεμνοµένων από την ΑΙ. Όμως σε ίσες εγγεγραμμµένες γωνίες | κ Γ 


αντιστοιχούν ἰσατόξα άρα ΑΔΞ ΒΤ. 


Άσκηση ὃ 

Δείξτε ότιοι διχοτόµοι των γωνιών κυρτού τετραπλεύρον. τεμνόµενες ανα δύο σε δια- 
φορετικά σηµεία σχηματίζουν εγγράψιµο τετράπλευρο. 

Λύση 


Έστω ΑΛ, ΒΛ. ΓΝ. ΔΝ οι διχοτόµοιτων γωνιών Α, Β, Γ καιΔ, αντίστοιχα. 
Στοτρίγωνο ΑΒΛισχύει Α, «Ε.Β, «Α,ΞΙ60.. (). 
Στοτρίγωνο ΓΑΝ ισχύει Λ,«ΕΓι ΕΝ, Ξ180. (2). 
Προσθέτουμε κατά µέλη τις (1) και (2) και έχουµε: 
Αι Β, «Γι Δι ΕΛ, Ν, - 3605. 

Α 


Β Γ δ 2 - 
Άρα ---- Ἑ-- Ἑ-- ΕΛιΕΝΙιΞ260 
ο  ω 





σα ΕλιΗΝι -360). 


0ο 


Όμως ΑΒ Γ3-Δ--360. Άρα αν, ΚΑ, ΕΝ, «360, οπότε Ά, «Κι, --1805. 





Άρα Λ, ΕΝ 2 Ξ150" .Ἠτσιτοτετράπλευρο ΚΛΜΛΝ έχειτις απέναντι γωνίεςτου παραπλη- 


ρωματικές οπότε είναι εγγράψιµο. 


Άσκηση 4 
Να δείξετε ότι κάθε εγγεγραμμένο παραλληλόγραμμο είναι ορθογώνιο. 

Λύση 

Αρκεί να δείξουμε ότι µία γωνία του είναι ορθή. Ξέρουμε ότισεκάθε παραλληλόγραμμοοι 
απέναντι γωνίεςτου είναιίσες, οπότε Α-ΞΓ (1) .Ἐπίσης σε κάθε 
εγγράψιµο τετράπλευρο οι απέναντι γωνίες είναι παραπληρωματι- 
κές, άρα ΑΓΞΊΙ605 (2). Από (1) και (2) έχουμε 
2ΑΞ1Ι80’ 9 Α-905. 

Έτσι δείξαµε ότιτο ΑΒΓΔ είναι ορθογώνιο παραλληλόγραμμο. 
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Άσκηση 5 
Στην προέκταση της ακτίνας ΟΑ κύκλου (0Ο. ϱ). παίρνουμετμήμα ΑΒΞ ΟΑκαι φέρνοι- 
µετη ΒΙ κάθετη σετυχαία εφαπτομένη ετου κύκλου. Να δειχθεί ότι: 

ΟΑΓ --3.ΑΓΒ 
Λύση 
Έστω Δ είναι το σηµείο επαφής τῆς ευθείας ε και του κύκλου 


(0.0). Το ΟΔΓΒ είναι τραπέζιο. Φέρνουμετην ΑΜ ε.Η ΑΜ 
είναι διάµεσος του τραπεζίου ΟΔΓΒ. Τοτρίγὠωνο ΔΑΙ είναιισο- 


σκελές (ΑΜ ύψος και διάµεσος). ΄Αρα Α, Ξ- Α, ΞΑΓΒ (εντός 
εναλλάξ). 





Ακόμα ΟΔΑ-ω- Α, -Α, .Ἐπομένως, ΟΑΓ --2ω- 3:ΑΓΒ 


Άσκηση 6 
Δύο κύκλοι («.Ρ) και(Λ.ϱ) εφάπτονται εξωτερικά στο Α. Φέρνουμε µία χορδή ΑΒ του 
κύκλου (Κ.Ρ) καιτη χορδή ΑΓ | ΑΒ τουκύκλου (Λ.ρ). Να δειχθείότι ΡΓ/ΞΚΑΛ 
Λύση 

Τα τρίγωνα ΚΒΑ και ΑΛΙ είναιισοσκελή. Επειδή: 

ΒΑΓ --905 «9 ῶ--ῷ--900 «9 22420 -- 1805 «» 
Κ.ΛΞ1Ι80 9 ΚΒ/ΓΛ 

Είναι ακόµα ΚΒΞΛΙΞΡ. Συνεπώς το ΚΒΙΤΛ είναι πα- 





ραλληλόγραμμο, οπότε ΒΓ/ ΞΚΔ. 


Άσκηση 7 

Σε κύκλο κέντρου Ο θεωρούμε τη διάμετρο ΑΒ. τη χορδή ΑΙ και τη διχοτόµο της 
γωνίας ΒΑΙ., που τέµνειτον κύκλο στο σηµείο Μ καιτην ΒΙ στοΔ. Ανη ΑΜ τέμνει στο 
σηµείο Ζ,την εφαπτομένη του κύκλου στο Β. να δειχθεί ότι ΔΜΞΜΖ. 

Λύση 

Είναι Β. Ξ Α, (γωνία χορδής και εφαπτοµένης ίση µετην αντί- 
στοιχη εγγεγραμμένη) 

Είναι Β, - ΑΙ, (εγγεγραμµένεςστο ΓΜ) και ΑΜΒ - 90” (Εγγε- 
γραμμένη σε ημικύκλιο) 
Επειδή Λ, -Α, 98, -Β, 

Άρα το τρίγωνο ΔΒΖ είναιισοσκελές(ΒΜ ύψος και διχοτόµος). 
Επομένως η ΒΜ είναι διάµεσος, οπότε ΔΜΞΜΖ. 
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20. Εγγεγραμμένα σχήµατα 


Άσκηση ὃ 
Δίνεται τοισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΙ. οπεριγγεγραμµένος κύκλοςτου (Ἰ«.Ε) και τυχαίο 
σηµείο Μ του τόξου ΒΙ. Να δειχθεί ότι; ΜΑΞ ΜΒΕ-ΜΙ 
Λύση 
Παίρνουμε στη ΜΑ τµήµα ΜΔΞ ΜΒ. Τοτρίγῶνο ΜΒΔ είναιισό- 
πλευρο (ισοσκελές και Μ, Ξ- 60”). Επομένως Δ, Ξ120"”. 
Είναιτρίγωνο ΑΒΔδΞ τρίγωνο ΒΜΙ διότι: 

ΔΗΒΞΒΓ, ΒΜΓ-Δ -120 Τ-Α, 
Ἐπομένως ΑΔΞΜΙ. Είναι ΜΔΞΜΒΗ και ΑΔΞΜΠΙ. 
ἎραΜΔΙΕΑΔΞΜΗΓΜΙ ἠΜΑ-ΞΜΗΓΜΙ 





Άσκηση 

Το σηµείο Γ είναι µέσο ηµικυκλίου διαμέτρου ΑΒ. Αν Ασημείο του τόξου ΑΙΓ καιξ η 
προβολήτου Γ στην ευθεία ΑΑ. να δειχθεί ότι; ΕΕ ΞΕΔ. 

Λύση 


Αν Ο µέσοντου ΑΒ, τότε είναι ΑΟΓ -ο0». 


Α Απ ῑἶ{- Ἅϱπ- 1 ρΡ...- 
Από το τρίγωνο ΔΑΙ έχουµε: ὠ-Α, ΕΙ. Επειδή ΑΙ Ξ - 


2 


ῑ- 1 ἍἼπ- 
και Ξ .. (Η εγγεγραμµένη είναι ίση µε τη µισή αντίστοιχη 





επίκεντρη). έχουµε: 
ο νο δω νο ο”.  Τως, Ἱ 
ὦ 0,50, Ξσίο, :6/)Ξ5ΑΟΙ -σο0' 


Άρα ω-- 455. Το ορθογώνιο τρίγωνο ΓΕΔ είναι καιισοσκελές και επομένωςΓΕΞΓΕΔ. 


Δ. ΠΗΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ 


1. Δίνονται: ΒΑΓ -35", ΑΒ -- 60’ και ΑΓΑ -- 40”. 
Να χαρακτηρίσετε ως ὸΣ (σωστές) ή Δ(λάθος)τις παρακάτω 
προτάσεις. 


α. ΒΙ -- 355 β. ΓΑ - 150: γ. ὣ--70) 


δ.4-θ ε, ἂ--75. 





Εγγεγραμμένα σχήµατα ῃ. 


2. Στο διπλανό σχήμα είναι: 
Άδ-αδο. ΤΑΞΙ,  ᾖγ-τθ 


Να βρείτετις γωνίες Χ και ὢ. 





3. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΙ µε π υ εγγεγραμμένο σε κύκλο 
(0.8). Φέρνουμετο ύψος ΑΛ, τη διχοτόµο ΑΕ καιτηή διάµεσο ΑΟΚ. Να δείξετε ότι 


ΔΑΚΞΡΒΡ-Ι.. 
(Υπ: Φέρνουμε την ΓΚ και δείχνουμε ότι ΑΚΓ--Β και ΒΑΔ-:ΚΑΓ ) 


4. Δίνεταιτρίγωνο ΑΒΙ καιτα ύψητου ΒΕ και 2. Να δείξετε ὀτιτο τετράπλευρο ΒΓΕΖ 
είναι εγγράψιµο. 


(Υπ: ΒΕΓΙ --ΓΖΒ --900) 


5. Δύο κύκλοι τέμνονται στα σηµεία Α και Β. Από τα Α και Β φέρνουμε ευθείες που 
τέµνουν τον ένα κύκλο στα και[΄ καιτον άλλο στα Δκαιδ΄. Να δείξετε ότι] //ΔΔ΄ 
(Υπ: Δείξτε ότι σχηματίζονται εντός εκτός και επι τ᾿αυτά γωνίες ίσες) 


6. Σε κύκλο κέντρου Ο δίνεται η διάµετρος ΑΒ. Φέρνουμε την ακτίνα ΟΓ Ι ΑΒ και 
τυχαία χορδή ΓΔ, που τέµνειτην ΟΒ στο Ε. Αν η εφαπτομένη στο Δτέμνειτην ΑΒ στο 
Ζ, να δειχθεί ότιτο τρίγωνο ΕΖΔ είναιισοσκελές. 


7. Δύο κύκλοι µε κέντρα Κκαι Λ τέμνονται στα σηµεία ΑκαιβΒ. Φέρνουμετις διαµέ- 
τρους ΑΚΙ και ΑΛΑΔκΚαιτις χορδές ΓΖ//ΔΕ. Να δειχθεί ότιτα σηµεία Ζ, Α. Ε είναι 
συνευθειακά. 


δ. Δίνονται οι κάθετες χορδές ΑΒ και ΓΔ κύκλου (Ο.Ρ),.που τέμνονται στο]. Ονοµάζουµε 
Ν καιΡ τα µέσα των χορδών ΑΔ και[8Β. Να δειχθεί: 
α. ΙΜ | ΒΙ και ΙΡ | ΑΔ. 


β.ΟΜΞΤΗ/2 καιΟΡΞΑΔ/2 


9. Σε τετράγωνο ΑΒΙΔ γράφουμε ημικύκλιο µε διάµετρο ΑΔ και τόξο κύκλου (Α. ΑΔ) 
µέσα στο τετράγωνο. Φέρνουμε απόὀτο Α ευθεία ε, που τέμνειτο ημικύκλιο στο Ε καιτο 
τόξο στο Ζ. Αν ΖΚ | ΔΙ να δειχθείότ: ΕΣΞ2Κ 


10. Στον κύκλο µε κέντρο Ο, παίρνουμε τη διάµετρο ΑΒ καιτην ακτίνα ΟΓ | ΑΒ. Στις 
προεκτάσεις της διαμέτρου ΑΒ παίρνουμετατµμήµατα ΑΔΞΡΒΕ. ΟιΓΛΆκαι ΓΕ, τέµνουν 
το κύκλο στα σηµεία Ζ και Η αντίστοιχα. Να δειχθεί ότι: 

α.ΖΔΞΗΕ β.2Η//ΔΕ 


.., Εγγεγραμμένα σχήµατα 


11. Οικορυφέςτραπεζίου(ΑΒ/ΔΓ) είναι σηµεία του κύκλου (Κ.Ρ). Να δείξετε ότι, η γωνία 
των εφαπτόµενων του κύκλου αυτού. στα σηµεία Α και 1; είναι ίση µετη γωνία των 
ευθειών ΑΔκαιΒΙ. 


12. Σε κύκλο κέντρου Ο και διαμέτρου ΑΒ. παίρνουμε σηµείο Γ της ΑΒ. Γράφουµετους 
κύκλους µε διαµέτρουςτα ΑΙ καιΓΒ. Ευθεία επερνάει από το Γ καιτέμνειτουςτρεις 
κύκλους κατά σειρά στα σηµεία Δ. Ε. Ζ και Η. Να δειχθεί ότι ΔΗΕΞΖΗ 


13. Από τυχαίο σηµείο του περιγγεγραμµένου σε τρίγῶὠνο κύκλου φέρνουμετις κάθετες 
στιςτρειςπλευρέςτου. Να δειχθεί ότιτα ἴχνη των τριών καθέτων βρίσκονται σε ευθεία 
γραμμή (ευθεία Φ1ΠΙ5οη). 


14. Δύο κύὐκλοιτέμνονται στα σηµεία Β και Δ. Ευθεία. που περνάει από το Β τέµνειτους 
κύκλους στα σηµεία Α και /[. Οι ευθείες ΑΔ και ΓΔ τέµνουν αντίστοιχατους κύκλους 
στα Ε και Ζ και οι ευθείες ΑΖ. ΓΕ. τέμνονται στο Η. Να δειχθεί ότι το τετράπλευρο 
ΔΕΗΖ είναι εγγράψιµο σε κύκλο. 


15. Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (Ά - 90» ) ονομάζουμε ρτην ακτίνα του εγγεγραμµένου 


κύκλου. Να δειχθεί ότι: β-«γξ2ρ-α 


16. Τρίγωνο ΑΒΙ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο (1. ϱ). Φέρνουμετην εφαπτομένη Αχ και 
ευθεία ε// ΑΧ, που τέµνειτην ΑΙ στο Δκαιτην ΑΒ στο Ε. Να δειχθεί ότιτο ΒΓΔΕ είναι 


εγγράψιµο. 


17. Το τετράπλευρο ΑΒΙΠΛ είναι εγγραμµένο σε κύκλο(Κ. ϱ). Φέρνουμετις 12 | ΒΔ και 
ΒΕ | ΑΙ . Να δειχθεί ότιΖΕ/ ΑΔ. 


1δ. Στοισοσκελέςτρίγωνο ΑΒΙ (ΑΒΞ ΑΓ). φέρνουμετο ύψος ΑΑ΄’, το ορθόκεντρο Η και 
το µέσο Κτουτµήµατος ΑΔΗ. Ο κύκλος(Κ. ΚΑ) τέµνειτην ΑΒ στο Ζ. Να δειχθεί ότιη 
Α΄Ζ είναι εφαπτόμενητου(Κ. ΚΑ) 


19. Δύο κύκλοι τέμνονται στα σηµεία Α και Β. Από τα Α και Β, φέρνουμε ευθείες που 
τέμνουν τον ένα κύκλο στα] και[΄ καιτον άλλο στα Δκαι δ΄. Να δειχθεί ότι ΤΙ /Δ’. 


20. Στο τρίγωνο ΑΒΙ κατασκευάζουµε δύο κύκλους, που περνάνε απὀτις κορυφέςτου Β 
και Τ και τέμνουν τις πλευρές ΑΒ και ΑΓ ο ένας στα σηµεία Ε, Ζ και ο άλλος στα 
σηµεία Ε΄ και Ζ΄’. Να δείξετεότιΕΖ /Ε 7. 


21. Το σηµείο Μ είναιτο µέσο ενός κυρτογώνιου τόξου ΑΒ και[’ Δ είναι δύο σηµεία του 
µη κυρτογώνιου τόξου ΑΒ κύκλου (Ο. ϱ). Οιχορδές ΜΙ και ΜΔτέµμνουν την ΑΒ στα 
σηµεία Κ και Λ. Να δειχθεί ὀότιτο τετράπλευρο ΤΚΛΔ είναι εγγράψιµο. 


Εγγεγραμμένα σχήματα 23. 


22. Στο τετράπλευρο ΑΒΓΔ (µη περιγράψιµο) ονοµάζουµε Κ. Λ. Μ. Ρ,τα σηµεία όπου 
τέμνονται οἱ διχοτόµοι των διαδοχικών γωνιών του. Να δειχθεί ότι τα σηµεία αυτά 
είναι ομοκυκλικά. 


23. Σε γωνία χΟΥ παίρνουµετη διχοτόµο ΟΔ καιτο εσωτερικό της σηµείο ΡῬ της Δον 
Αν Α. Β, Γ είναι οιπροβολέςτου Ρ στις ηµιευθείες 0Δ. ΟΣΧ. ΟΥ. να δειχθεί ότι: 
α. Τα σηµεία Ο., Β. Α. Ρ, Γ είναι ομοκυκλικά β.ΔΕΞΑΙ 


24. Οιπλευρές ΑΒ και ΓΔ εγγεγραμµένου τετραπλεύρου ΑΒΙΓΛ τέμνονται στο Ε και οι 
πλευρές ΑΔ καιΒΙ στο Ζ. Η διχοτόµοςτης γωνίας Ε. τέµνειτις ΒΙ, ΑΔ στα σηµεία Κ. 


Μ και η διχοτόµοςτης Ζ τέμνειτις πλευρές ΓΔ και ΑΒ, στα Λ. Ρ. Να δείξετε ότι: 
α. Οι διχοτόµοι των Ε και Ζ τέμνονται κάθετα 
β. Το τετράπλευρο ΚΛΜΡ είναι ρόµβος. 


25. Παίρνουμετο τρίγωνο ΑΒΙ καιτα µέσα Μ και των ΑΒ καιΒΙ. Η κάθετητης ΑΒ στο 
Μ τέµνειτην ΑΙ στοΡ καιη κάθετη στο της ΝΡ τέµνειτην ΑΒ στο δΔ. 


Να δείξετε ότι: ΝΡΔ-Α 


Ε «ΤΟΞΕΧΟΡΙΣΤΟΘΕΜΑ” 
1. Θεωρούμε κύκλο διαμέτρου ΒΙ καιτην εφαπτομένη του σε σηµείο Α διάφορο των Β. 


Ι η οποία τέµνειτην διάμετρο ΒΙ στο σηµείο Δ. Αν είναι ΆΒ --56” να υπολογίσετε 
τις γωνίεςτου τριγώνου ΑΒΛ. 


2. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΙ ορθογώνιο στο Α. Με διάµετροτην ΑΒ γράφουμε κύκλο και 
έστω Δτο σημείο τοµήςτου µε την υποτείνουσα. Η εφαπτομένη του κύκλου στοΔ 
τέµμνειτην ΑΙ στο Ε. Να αποδειχθεί ότι ΕΙ ΞΕΔ. 


Αναλογίες 





Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΤΝ(ΟΣΕΙΣ ΟΕ ΟΡΙΑΣ. 


Λόγος δύο ευθυγράµµων τμημάτων ΑΒ και ΓΔ ονομάζεται ο θετικός αριθµός λ για τον 


οποίοισχύει: ΑΒΞΛλ.ΓΔ«» π Ξλ 

ΓΔ 
Μέτρο ενός ευθυγράµµου τµήµατος ονομάζεται ο λόγοςτου μεγέθους προς το µέ-γεθος 
ενός άλλου ευθυγράµµου τμήματος που θεωρείται σαν µονάδα μέτρησης. 
Πόρισμα: Δυο ίσα ευθύγραμμα τµήµατα έχουν ίσα µέτρα και αντιστρόφως. 
Θεώρημα: Ο λόγος δύο ευθυγράµµων τμημάτων ισούται µετο λόγο των µηκών τους ὡς 
προς την ίδια µονάδα μέτρησης και είναι ανεξάρτητα από τη µονάδα μέτρησης. 


Αναλογία είναι η ισότητα λόγων. Η σχέση ' - - Ξλ. είναι αναλογία µελόγολκαι όρους 


τα τμήματα α.β.Υ.ὸ. Στην πιο πάνω αναλογία τα τμήματα α και γλέγονται ανάλογα των β 
και ὃ. Τα α και ὃ λέγονται άκροι όροι ενώταβ καιγ µέσοιτης αναλογίας. Ο τέταρτος όρος 


/ / / { α / / / / 
ὁ λέγεται τέταρτη ανάλογοςτωνα, βκαιγ. Στην αναλογία ρ -- . οι µέσοι όροι είναι ίσοι. 
γ 


Αυτή η αναλογία λέγεται συνεχής και ο β λέγεται µέση ανάλογος ή γεωμετρικός µέσος 
των α και γ. 


Ιδιότητες των αναλογιών. 


ο μου. ς 
πολ β-δ-ε..Ἑλ 





26. Αναλογίες 


Αρµονική διαίρεση ευθυγράµµου τμήματος 

Σε κάθε ευθύγραμμο τµήµα ΑΒ. για κάθε εσωτερικό σηµείο Μ του ΑΒ υπάρχει ένα εξωτε- 
ΜΑ ΝΑ 

ΜΒ ΝΒ 

Τα σηµεία Μ και Ν ονομάζονται αρµονικά συζυγή των Α και Β καιτα τέσσερα σηµεία Α. 
Μ. Β. Ν λέγονται αρμονική τετράδα. 


ρικό σηµείο Ν του ΑΒ τέτοιο ώστε: 


Ιδιότητες 
1. Τα σηµεία Ν και Μ βρίσκονται προςτο ίδιο µέροςτου µέσουτου ΑΒ. 
2. Αρμονικό συζυγέςτου µέσου δεν ορίζεται. 


3. Αν τα Μ και Ν είναι αρμονικά συζυγή των Α και Β, τότετα Α και Β είναι αρμονικά 
συζυγή των Μ και ΑΝ. 


4. Αν Οτο µέσοτου ΑΒ τότεισχύει ΟΑ΄ΞΟΜ:.ΟΝ και αντίστροφα. 


΄ 1 1 
5.» κάθε αρμονική σηµειοσειρά ισχύει: -------ἵ----- 
ΡΗ η σημ ρ χ ΑΡ ΑΜ ΑΝ 


Θεώρημα Θαλή 


Αν (τρεις τουλάχιστον) παράλληλες ευθείες τέµνουν δύο άλλες 
ευθείες, ορίζουν σ᾽αυτές τμήματα ανάλογα. 
Δηλαδή µε βάση το διπλανό σχήμα ισχύει η αναλογία: 

ΑΒ. ΒΓ. ΑΓ 

ΔΕ ΕΖ δΔΖ 


Θεώρηματου Θαλή σετρίγῶὠνο 

Αν µια ευθεία είναι παράλληλη προς µια πλευρά τριγώνου. τότε 
διαιρεί τις δύο άλλες πλευρές εσωτερικά ή εξωτερικά στον ίδιο 
λόγο και αντιστρόφως. 





Θεώρημα εσωτερικής διχοτόµου 
Η εσωτερική διχοτόµος γωνίας τριγώνου χωρίζειτην απέναντι πλευρά σε λόγο ίσο 
µε το λόγο των προσκείµενων πλευρών. Δηλαδή, στο διπλανό σχήμα για τη διχοτό- 


μο ΑΔ ισχύει: ο ο - 
ΓΔ 


Αναλογίες .ῃ.. 





Θεώρημα εξωτερικής διχοτόµου 


Αν η εξωτερική διχοτόµος µιας γωνίας τριγώνου τέµνειτο φορέα της απέναντι πλευράς, 
τότε χωρίζει εξωτερικά αυτή την πλευρά σελόγο ίσο µετο λόγο των προσκείμενωνπλευ- 


ο ; ; : ν «αι. ΑΡ ΒΕ 
ρών. Για παράδειγµα, στο παραπάνω σχήμα για τη διχοτόµο ΑΕ ισχύει: ---- 
ΑΓ. ΤΕ 
Παρατήρηση 
Επειδή -- -. . -- ΒΑ τα σηµεία Δ και Ε είναι αρμονικά συζυγή των Β και 1. 
ΑΓ. ΤΕ ΑΓ 


Υπολογισμός των ευθύγραμµµῶων τμημάτων στα οποία οι διχοτόµοι διαιρούν την απένα- 
ντιπλευρά. 


ρ----- ... Ες το ---ᾱ- 


ΡΕ. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΟΝ 





Βλέπε “αναλυτική” μέθοδος στη σελίδα 16 
Ι. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Άσκηση 1 
Δίνεταιτρίγωνο ΑΒΙ. ΑΛ διάµεσος αυτού και ΔΕ. ΔΖ,οι διχοτόµοι τῶν γωνιών ΑΛΒ και 
ΑΛΙ (ΗΕ, Ζπόάνωστις ΑΒ και ΑΙ αντίστοιχα). Να αποδείξετε ότι Ε2ΖΗ/ΡΙ. 

Λύση 

Από το θεώρημα διχοτόµων στο τρίγωνο ΑΒΔ (ΔΕ διχοτόµος) 





έχουμε: ΕΑ --- ΔΑ 
| ΕΒ ΔΒ 

Από το θεώρημα διχοτόµων στο τρίγωνο ΑΔΙ (Δ7 διχοτόµος) 
ΖΑ ΔΑ 
έχουμε: πως ο ναωῖς, 
2 ΔΝ 


Επειδή ΔΒΕΞ ΔΙ θα είναι ΔΑ -- .. οπότε -- -- -. που σηµαίνει ΕΖ/ΗΒΙ.: 
2Γ 


ΔΕ ΔΙ ΕΓ 


29. Αναλογίες 


Άσκηση 2 

Δίνεται ημικύκλιο µε διάµετρο ΑΒ καιοι ε- 
φαπτόµενες ΑΧ και ΒΥ προςτο ίδιο µέροςτης 
διαμέτρου. Φέρουμε εφαπτομένη σε τυχαίο 
σηµείο Μ του ημικυκλίου που τέµνειτην Αχ 
στο Ι. την ΒΥ στο Δ και την προέκταση της 


ΓΜ ΕΓ 


ΑΒ στο Ε. Να αποδείξετε ότι: ο 
ΔΜ ΕΔ 





Λύση 
ἴ-- .--- Δ Δ 
Στο τρίγωνο ΟΜΕ είναι Ο, -0Ο, (διότι ΟΜΔΞΟΔΒ) δηλαδή η 0Δ είναι η εσωτερική 


Αν νι  β 


διχοτόμος του τριγώνου ΟΜΕ. Άρα: ο 
ΔΕ ΟΕ 


-- ..- Δ Δ 
Επειδή 0.520, (διόι ΟΑΓΞΟΜΙ }η ΟΓ είναι εξωτερική διχοτόµος του τριγώνου 


ΟΜΕ. Άρα «ή ΟΜ 3 
Ἑ 


ΟΕ 

ΑΜ ΤΜ ΤΕ ΤΜ 
ΔΕ ΤΕ . ΔΕ ΔΜ 
Τα σηµεία ΙΤ; Δ. Μ. ΕΒ αποτελούν αρμονική τετράδα. 


Απόγτις σχέσεις (1) και (2) έχουµε: 


Άσκηση 2 
Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΙΓΆΑ και σηµεία Ε. και Ζ επίτων ΑΒ και ΒΛ. Φέρουμε Ε2Ζ//ΑΔ 
και 2Η//ΤΓΛ. Να αποδείξετεότιΕΗ/ ΑΙ. 





Λύση 
Είναι ΕΖ/ΑΔ«5» .. -- . Είναι: ΖΗ//ΓΔ «» τι ει ο. 
ΕΑ 7δΔ ΗΙ ᾖ/7δΔ 
Απότις παραπάνω σχέσεις αυτές έχουµε: -. -- ο οπότε ΕΗ/ΑΙ. 
ΗΤ 
Άσκηση 4 


Απότο µέσο Μ πλευράς ΒΙ τριγώνου ΑΒΙ φέρνουμε ευθεία παράλληλη προςτη διχοτό- 
µο της γωνίας Απουτέμνειτην ΒΑ στο Εκαιτην ΑΙ στο 2Ζ. Να αποδείξετεότιβεΞ{2. 
Λύση 


Επειδή: ΑΔ//ΜΕ «» - Ξ- ο. (1) 
ΑΕ δΔΜ 
ϱΖ ΤΜ 12 ΒΜ 


(2) 


καὶ ει Ἡ Έτ 
ΑΖ ΔΜ ΑΖ ΔΜ 





Αναλογίες .0, 


Από οσο -ᾱ 
πότις σχέσεις (1) και (2) έχουµε: ΑΕ Αγ ) 
Επειδή είναι Α, Ξξ Α, (ΑΔ: διχοτόµος Ά) και ΔΑ, ας Ε, ' Α. -- 2 (ΑΔ//ΕΖ2) έχουµε ότι 


Ζ, -- Ε, δηλαδή ΑύΖΞ- ΑΗ .Η σχέση (3) επειδή ΑΖΞ ΑΗ γίνεταιΒβΕΞΤΓΖ. 























Άσκηση 5 
Αν Ο είναιτο σηµείο τομής των διχοτόμων τριγώνου ΑΒΙ καιΓλΛη διχοτόµοςτης γωνίας 
..... 0Ο γ 
Ε.να αποδείξετε ότι; τπτ, 
ΟΙ α--β 
Λύση 
Στο τρίγωνο ΑΔΙ από το θεώρημα διχοτόµων έχουµε: 
Οδ ΑΔ 
κ 
ΟΓ ΑΙ 
Στο τρίγωνο ΑΒΙ; από το θεώρημα διχοτόµων, έχουµε: 
ο ον ο ο 
ΔΒ -α ΔΒΓΑΔ αἲβ γ αγ 
ΡΥ 
Οδ ΑΔ .. 
Οπότε ΑΔΝΞ η «Με αντικατάσταση στην (1). έχουµε: ----Ξ----Ξ ο. τσ 
α-β ΟΙ ΑΙ β α-β 
Άσκηση 6 


Από σημείο Ο εκτός κύκλου («.ρϱ) φέρνουμετα εφαπτύόμενα τμήματα ΟΑ και ΟΒ καιτη 
διάµετρο ΓΔ. Αν η ΑΒ τέµνειτην ΓΔ στο Ε να αποδείξετε ότιτα σηµεία Γ και Δ είναι 
αρμονικά συζυγή των Ο και Ε. 

Λύση 

Είναι ΔΑ, Ξ- η (Η υπό χορδής και εφαπτοµένης γωνία, 
εἰναιίση µετην εγγεγραµµένη. που αντιστοιχεί στο τόξο 


της χορδής) και Α. ο 5 (εγγεγραμµένες στα ίσα τόξα 
ΑΔ. ΔΒ). 


Άρα Α. Ξ- Λ, Ξ- 5 , οπότε η ΑΔ είναι διχοτόµος στο 





τρίγωνο ΕΑΟ. Επειδήη ΑΓ Ι ΑΛ {( ΓΑΔ --Ι .αντιστοι- 
χεί σε ημικύκλιο). η ΑΓ είναι εξωτερική διχοτόμος του τριγώνου ΑΕΟ. Άρατα σηµεία Τ και 
Δείναι αρμονικά συζυγή των Ε και Ο. 


30. Αναλογίες 


Άσκηση 7 
Στην αρµονική σηµειοσειρά(Α. Β. Μ. Ν). αν τα σηµεία Ο και 
Ο΄’ είναι µέσα των ΑΒ. ΜΝ τότενα δείξετε ότι: 


4(Ο0/)’ --(ΑΒ)΄ ε(Μν)’ 





Λύση 

Είναι ΟΜΞΟΟ΄’-ΟΜ καιΟΝΞΟΟ΄ΓΟΝΞΟΟ΄ΕΟΜ. 
Άρα (ΟΜ)(ΟΝ)Ξ(Ο0Ο’--Οο/Μ)(ΟοΟ΄--Ο΄Μ) ή (οΜ)(ον)--(οοΆ”- (οΜ)’. 
Κατά την ιδιότητα (4) έχουµε: (ΟΑ)’ -(ΟοΜ)(ΟΝ) 

Άρα: (Ο0Α)΄ -(οοΆ΄ --(οΜ)΄ ή 


ον Ξ(Ο0/)’ . «94(003 -(ΑΒ)΄ «(ΜΝ)΄ 


Άσκηση ὃ 

Σετρίγὠνο ΑΒΙ οι ΒΔ και Ι Ε είναι διχοτόµοι και ισχύει; 
ΒΕΞΙΔ. 

Να δείξετε ότι; α. ΕΚ:ΚΕ-δΔ.Κ.ΚΙ β. ΑΕ:-ΑΙ΄ 

όπου το έγκεντρο του τριγώνου. 

Λύση 





ΔΚ ΚΕ 
α. Αρκεί να δείξουμε ότι ----Ξ----. Στοτρίγὠνο βΙ[ΛΔηΤΙΚ 
ρ ζουμ ος ρίγ η 


είναι διχοτόµος, άρα τω Ξε τν (0. Στο τρίγωνο ΒΕΙ η ΒΚ είναι διχοτόµος, είναι 


(2). Από τις σχέσεις (1) και (2) και επειδή ΒΕΞΓΔ. Έχουμε 


Από τη σχέση (2) έχουµε ότι ρα. ες αν - ιότι ΕΒ - 
Απότη σχέση (3) έ ὀτιΕΔ/ΒΓ Άρα ’Ὁ.. ΔΣ ων ΑΒ-- ΑΓ (διότιΕΒ --ΓΛ) 
ΕΒ ΤΑ 


Δ. ΠΗΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΊΑ 


1. Σετρίγὠνο ΑΒΙ φέρνουμετη διάµεσο ΑΔ καιΕ το µέσο αυτής. Η ΒΕ τέµνειτην ΑΓ στο 
ΑΖ 1 

Ζ. Να δείξετε ότι: --Ξ--- 

ο 


2. Δίνονταιτατρίγώνα ΑΒΙ και ΔΕΖ. Αν οιευθείες ΑΔ. ΒΕ..Γ2Ζ τέμνονται στο Ο και είναι 
ΑΒ//ΔΕ και ΑΓ/ΔΖ .να δείξετε ότιβΒΓ/Ε2. 


Ε, 


Αναλογίες ο 


. Δίνεται τραπέζιο ΑΒΙΔ.(ΑΒ//ΤΔ),µε ΑΔΞ όλ και ΒΓ-4λ. Πάνω στις ΑΔ και ΒΤ. 


2λ, 
παίρνουμε τα σηµεία Ε και Ζ αντίστοιχα. ώστε ΑΕ - τὰ και ΒΖΞλ.. Να δείξετε ότι 


ΕΖ/ΑΡΒ/ΤΔ 


.ΣΕε τετράπλευρο ΑΒΙΓΔ. η παράλληλη προς τη ΒΙ απὀ το Α τέµνειτη ΒΔ στο Ε και η 


παράλληλη προςτη ΔΙ από το Ετέµνειτην ΑΙ στο Ζ. Να δείξετε ότι ΒΖ//ΑΔ. 


. Αν οι διχοτόµοιτων γωνιών Α και Δ παραλληλογράμμου ΑΒΙΓΛ τέμνουν τις διαγώνιες 


Βδ και ΑΙ στα σηµεία Ε και Ζ,. να δείξετε ότι ΕΖ/Η/ΒΙ. 


Δίνεται τρίγωνο ΑΒΙΓ και η διχοτόµος ΑΔ αυτού. Αν ΔΕ//ΑΒ (Ε σηµείο της ΑΓ). να 


ΓΙ 
Έ--Ξ---- 


δείξετε ότι: μα ο 
Ρ Υ ΔΕ 


. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒ/Τ (Δ Ξ]Ι)καιη διάµεσος ΑΟ αυτού. Αν ΑΔκαιΑΕοι 


--υ---ᾱ-- -- ΒΔΥ (ΤΕΥ 
διχοτόµοιτων γωνιών ΒΑΜ και ΜΑΓ . να δείξετε ότι: ----| εἰ ---ι«-κ4 
ΔΜ ΕΜ 


“Το ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ ΟΕΝΙΑ” 


Τα τρίγώνα ΑΗΒΡ και ΑΒΣ βρίσκονται σε αντίθετα µέρη της ΑΒ. Τα σηµεία Ἰ.Λ. Μ 
βρίσκονται πάνω στις ΑΒ. ΑΡ και ΑΣ έτσι ώστεκλ/ΒΡ, ΚΜ/ΒΣ. 


ΑΛ ΑΜ 


Δείξτε ότι: Ἱ. - Π. ΑΜ/ΡΣ 


ΔΡ ΜΣ 


Οµοιότητα 





Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 


Όμοια λέγονται δύο πολύγωνα που έχουν τιςπλευρέςτους ανάλογες καιτις αντίστοιχες γωνίες 
τουςίσες. 
Λόγος ομοιότητας δύο όμοιων πολυγώνων λέγεται ο λόγος δύο πλευρώνπου είναι απένα- 
ντι απὀ αντίστοιχα ίσες γωνίες. 
Ισχύουν οι επόμενες προτάσεις: 

ο Αν δύο πολύγωνα είναι όµοια προς τρίτο τότε είναι και μεταξύ τους όμοια. 

ο Λύο ίσα πολύγωνα είναι πάντα όμοια µε λόγο ομοιότητας λ-ι(. 

ο Αν δύο πολύγωνα είναι όµοια τότε όλα τα αντίστοιχα δευτερεύοντα στοιχεία τους 

έχουν λόγο ίσο µε το λόγο οµοιότηταςτους. 

ο Δύο ισόπλευρα τρίγωνα είναι πάντα όµοια μεταξύτους. 

ο Λύο τετράγωνα είναι πάντα όμοια μεταξύτους. 
Κριτήρια ομοιότηταςτριγώνων 
Κριτήριο 15: Δύο τρίγωνα είναι όµοια αν έχουν δύο γωνίεςτους ίσες µία προς µία. 
Κριτήριο 2: Δύο τρίγὠνα είναι όµοια αν έχουν δύο πλευρές ανάλογες καιτις περιεχόµε- 

νες των ανάλογων πλευρών γωνίες τους ίσες. 

Κριτήριο 3ύ: Δύο τρίγὠνα είναι όµοια αν έχουν τις πλευρέςτους ανάλογες. 


Β. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΟΝ 


Κατηγορία - Μέθοδος 1 


Ασκήσεις που ζητείται να υπολογίσουμε κάποιο λόγο τμημάτων. 
Ο λόγος αυτός παρουσιάζεται σε αναλογία που προκύπτει από εφαρµογή του θεῶ- 
ρήματος του Θαλή ή κάποιου θεωρήματος των διχοτόµων ή ακόµα από την οµοιό- 
τητα πολυγώνων (συνήθως τριγώνων) ανάλογα µε τα δεδοµένα της ἀσκησης. 






Παράδειγμα 1 
Σε τρίγῶνο ΑΒΙ ονομάζουμε Μ το µέσον της διχοτόµου ΑΛ. Φέρνουμετη ΒΜ που 


τέμνει την ΑΙ στο Ζ και τη ΔΗ//Β7,.. Από το Η φέρνουμε ΗΙ//ΑΛ. Αν ΒΔΞ --- να 


υπολογίσετετουςλόγους: α. - β. ΑΡ 


ΑΖ ΑΓ 


34, Οµοιότητα 


Λύση 
α. Ἔτο τρίγὠνο ΑΔΗ είναι ΜΖ//ΔΗ και αφού Μ µέ- 
σον της ΑΔτότε ΑΖΞΖΗ Ὦᾖ(1) και 


ΔΗ 
ο. (2). Αφού ΒΖ//ΔΗ από θεώρημα 


(Θαλή στο Β2ΖΙ ισχύει: 





ΖΓ Β 0 7 ΒΓ ΖΓ 

ποτ Έτ ο ---Ξ 

ΖΗ ΒΔ ΑΖ ΕΒΙΓ Α 
4 


4 


β. Αφού ΑΔ είναι διχοτόµος της Α απότο θεώρηµα της εσωτερικής διχοτόµου ισχύει: 


ΒΓ 

ΑΒ ΒΔ 48 1 

ΑΓ ΔΓ 3ΒΓ 3 
4 





Κατηγορία - Μέθοδος 2 


Ασκήσεις που ζητείται να υπολογίσετε ευθύγραμμο τµήµα όταν δίνονται άλλα γνῶ- 
στά ευθύγραμμα τμήματα. 






Το ευθύγραμμο τµήµα υπολογίζεται απὀ αναλογία στην οποία οι υπόλοιποι όροι είναι 
γνωστοίκαιη οποία προκύπτει από: 

»Ἐφαρμογή θεωρήματος Θαλή 

ο()μοιότητατριγώνων (γενικότερα πολυγώνων) 

»Ἠφαρμογή τῶν θεωρηµάτων των διχοτόµων 








Παράδειγμα 2 
Στα πιο κάτω σχήµατα να υπολογίσετετα Χ.γ. 





Οµοιότητα 35. 


Λύση 
α. Αφού ἢ -- Λ είναι ΑΒ/ΔΕ οπότεαπό θεώρηµα Θαλή (θεωρώνταςτη νοητή ευθεία ε/ΔΕ/ ΑΒ) 


έχουμε 3 «ο χ-18.Τα τρίγωνα ΑΒΙ και ΔΓΕ είναι όµοια διότι ' Ξ- . και β-Δ 


Ο 


άρα και Α-- Β.. Επομένως, στ θΥτιο. 


β. Αφούτα Δ.Ε είναι µέσα των πλευρών του τριγώνου ΑΒ/Ι είναι ΔΕ/ΒΙ. Ἆρα Δι - Β και 


Α Α 


Ε./ΞΤ. Ἰότετατρίγῶνα ΑΒΙ, ΑΔΕ είναι όμοια και επομένως: 


20 ΑΗ 20 ΑΗ 20 
χ ΑΑ χΧ ΑΒ κ 
2 


γ. Στοτρίγῶωνο ΑΒΜ η ΑΔ είναι διχοτόµος και ύψος άρα είναι και διάµεσος, οπότε 


ΒΑ. ΑΜ. τή 51 
2 4 


Από το θεώρημα εσωτερικής διχοτόµου στο ΑΔΙ έχουµε: 


ΡΙ. 


ΑΓ ΜΓ 10 2 
μα ως μι ο νοκ -5 
ΑΑ ΜΔ κ ΒΙ 

4 


Κατηγορία - Μέθοδος 5 


Ασκήσεις όπου είναι γνωστές οιπλευρές τριγώνου και ζητείται ισότητα γωνιών. 







Αποζεικνύουμε την ομοιότητα τριγώνων (από αναλογίες πλευρών) και βρίσκουμε τις 
αντίστοιχες ίσες γωνίες. 


Παράδειγμα 2 

Στο διπλανό σχήµα να δείξετε ότι ΑΞΛΡΗΓ. 
Λύση 

Τα τρίγωνα ΑΒΑΛ Και ΒΛΓ είναι όμοια αφού 


ΑΒ ΑΔ ΒΑ | 


ΒΓ ΒΔ ΑΓ 2 


Ἆρα οι αντίστοιχες γωνίες είναι ίσες άρα ΑΞΛΗΓ. 





36. Οµοιότητα 


Κατηγορία - Μέθοδος 4 


Ασκήσεις που ζητείται να δείξουμε αναλογία 














ες: 


α μα 
ρ (1) ή ισότητα γινομένου 
αδΞβΥ (2) ή ακόµα σχέση της µορφής α΄ ΞβΥ (3 


γράμμων τμημάτων) 
Και στιςτρεις περιπτώσεις έχουµενα δείξουµε ὀτιισχύει µια αναλογία. Στις περιπτό- 


. (όπου α, β. Υ µέτρα ευθυ- 


Ἱ--ᾱ- δ 





σεις (2). (3) αρκεί να δείξουμε ότι ισχύει: . -- Ξ και ῃ ... αντίστοιχα. Η αναλογία 
α 

προκύπτει απὀ: 

» Εφαρμογή του θεωρήματος Θαλή 

ο()μοιότητα τριγώνων (γενικότερα πολυγώνων) 

»Ἐφαρμογή των θεωρηµάτων των διχοτόµων (εσωτερικής, εξωτερικής) 
Πολλές φορές η ισότητα λόγων προκύπτει μεταβατικά (αν οι λόγοι είναι ίσοι µε 
τρίτο λόγο είναι και μεταξύ τους ίσοι) 
Σε πολλές ασκήσεις προκειµένου να φτάσουμε στη ζητούμενη προς απόδειξη αναλο- 
γία μπορούμε να χρησιμοποιήσουμετις ιδιότητες των αναλογιών ή ακόµα να προσθέ- 
σουµε - αφαιρέσουµε - πολλαπλασιάσουμε - διαιρέσουµε αναλογίες μεταξύτους. 


Παράδειγμα 4 
Να δείξετε ότισεκάθετραπέζιο το σηµείο τομής τῶν διαγωνίων του διαιρεί κάθε διαγώ- 


γιο σετµμήµατα ανάλογα µετις βάσεις. 
Λύση 
Τα τρίγωνα ΒΟΑ και ΓΟΔ είναι όμοια, διότι: 
9 Γ Ξ Β, (ως εντός εναλλάξ) 
9 , Ξ α (ως εντός εναλλάξ) και 


. ὄ, Ξ ο. (ως κατακορυφήν γωνίες) 





Άρα ο. -- κ. ς 
08 ΟΑ 
Παράδειγμα 5 


Στοτρίγὠνο ΑΒΙ.η ΑΜ είναι διάµεσοςκαιη ΔΖ, παράλληλη 
στην ΑΜ. Να δείξετεότι ΑΔ.:ΡΞΥ:ΑΕ 
Λύση 


Αρκεί να δείξουµε ότι ο -- τα «Στο τρίγωνο ΒΔΖ, έχουµε: 


ΑΔ. ΜΖ 
ΑΡ ΒΜ 





() 


Οµοιότητα ο]. 


Επίσης στο τρίγωνο ΑΜΙ έχουμε: 
ΑΕ Μ2 ΑΕ Μ7 ΑΕ ΜΖ 
β 


ο ο.-- πο κ ο 
ΤΕ ΤΕ-ΕΕΑ Τ2-Μ Τ 


Απόγτις σχέσεις (1) και (2) έχουµε: - - ἳ »διότι ΜΒΕΞΜΙ. 
' 


1. ΑΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Άσκηση 1 
Ενθεία ε είναι παράλληλη στην πλευρά ΒΙ τριγώνου ΑΒΙ και τέµνειτις πλευρές ΑΒ 
και ΑΓ στα σηµεία Δ και Ε. Από το Ι φέρνουμε παράλληλη στη ΒΕ που τέμνει την 


ΑΔ ΑΒ 
ευθεία ΑΒ στο 7, να δείξετε ότι; τς 
ΑΖ 
Λύση 
ΑΔ ΑΕ 
Απότις ΔΕ/ΡΓ«Σ---Ξ--- (1) 
ΑΡ ΑΙ. 
ΑΡ ΑΕ 
πό τις ο. (2) 





Απότικσχέσει(Ώκαισλείναι ΑΔ. ΑΕ 
πότις σχέσεις (1) και (2) είναι ΑΒ ΑΓ 


Άσκηση 2 
Τρίγωνο ΑΒΙ είναι εγγεγραμμένο σεκύκλο(Ο. ΓΕ). Αν η διάµετρος Αλ τέµνειτη ΒΙ στο 
ΕἘ και φέρουμετις Ε7 | ΑΒ και ΕΗ | ΑΓ να δείξετεότι ΖΗ/ΡΤΓ 

Λύση 


Είναι: ΑΒΛ -- ΑΖΕ --Ι-, Άρα μ [χμ (1) 
ΖΗ ὮΕΔ 
ποια το -ὦ πρ ο ο τἩ 
ΗΓ  ΕΔ 





ΑΖ ΑΗ 
Απόγτις σχέσεις (1) και(2) έχουµε: ---------«οπότε Ζ2Η/ΡΓ. 
ς σχέσεις (1) και (2) έχουμ ο... 


Άσκηση 3 

Απότο σηµείο τομής των διαγωνίων τραπεζίου., φέρνουµετην ΕΖ//ΑΒ(ΒΕ, Ζ, σηµεία των 
Αλκαι ΒΙ αντίστοιχα) και ΟΗ/ΑΔ. ΟΘ/ΒΙ (Η. 8 σηµείατης ΑΒ). 

Να δείξετε ότι; ΟοΕΓΞΟ’, 


3δ. Οµοιότητα 


Λύση 
ΑΟ ΑΘ 


Στο τρίγωνο ΑΒΙ είναι ΟΘ/ΒΓ οπότε: ΟΓ ΘΒ (1) 


ΒΟ ΒΗ 


Στο τρίγωνο ΑΒΔ είναι ΟΗ//ΑΔ οπότε: ολ απ (2) 





ΑΟ ΕΒο0 


Επειδή ΔΕ//ΕΖ//ΑΒ θα είναι: Ὀξ Ξ- ο. 


.Απόγις σχέσεις (1) και (2) έχουµε: 


ΑΘ ΒΗ . ΑΘ{ΘΒ ΒΗΚΑΗ . ΑΒ ΑΒ 


Ἠθ Αη Ἱ  ΘΒ πω ασ κ ω κ... 


Δ. ΗΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΟΕΜΑΊΑ 


1. Σε τρίγωνο ΑΒΙ φέρνουμε τη διάµεσο ΑΔ και ονομάζουμε Ε το µέσο τῆς. Αν η ΒΕ 


] 

ὄμνει ΑΓ Ζναδειαθείοτι 
τέµνειτην στο Ζ να δειχθεί ότ στ; 
2. Στη πλευρά ΒΙ τριγώνου ΑΒΙ παίρνουμε το µέσο Μ και τα σηµεία Δ. Ε έτσι ώστε 


ΔΜΞΜΕ.. Φέρνουμετις ΔΖ//ΑΓ (Ζε ΑΒ) καιΕΗ//ΑΒ (Ηε ΑΓ). Να δείξετε ότι: 
ΖΗΠ/ΗΒΙ. 


3. Σε ἐνα τετράπλευρο ΑΒΙΔ. η παράλληλη προςτη ΒΓ απότο Ατέμνειτην ΒΔ στο Ε και 
η παράλληλη προςτη ΔΙ απὀ το Ε τέµνειτην ΑΙ στο Ζ. Να δείξετε ότι Β2//ΑΔ 


4. Στο τρίγωνο ΑΒΙ φέρνουμε τα ύψη ΑΑ΄’. ΒΒ’. ΓΓ΄ και Α’Ζ Ι ΓΓ’. ΑἘΈ Ι ΑΓ.Να 
δείξετε ότι: ΒΖ/ΑΔ 


δ. Λίνεταιτρίγωνο ΑΒΓ και η διχοτόµος ΑΔ αυτού. Αν ΔΗ/ΑΒ (Εε ΑΓ). να δείξετε ότι; 
ο .. 1 
οθι --- μμ ας 
Β Υ ΔΕ 


6. Σετρίγῶνο ΑΒΙ φέρνουμετις ΒΕ και Γ2 κάθετες στη διχοτόµο ΑΔτης γωνίας Α. Να 
δείξετε ότιτα Ε και Ζ είναι αρμονικά συζυγή των Α. Δ. 


7. Ισοσκελέςτρίγὠνο ΑΒΙ είναι εγγεγραμμένο σεκύκλο(Ο. Ε). Μία χορδή ΑΕ τέµνειτη 
ΒΓ στο Δ. Να δείξετε ότι: ΑΒ΄ Ξ ΑΔ:ΔΑΕ 


Οµοιότητα ο. 


δ. Σε ορθογώνιοτρίγωνο ΑΒ/Τ (Α -Ι) είναι ΑΔτο ύψοςκαι ΔΕ | ΑΒ. Να δείξετε ότι: 
ΑΔ ΞΑΓ:ΔΕ 


9. Σε ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓΛ οι διαγώνιοι ΑΙ και ΒΔ τέμνονται κάθετα στο Ο. Να 
δείξετε ότι; ΑΔ΄ Ξ ΑΒ.ΓΔ 


10. Ο κύκλος που γράφεται µε διάµετρο τη πλευρά ΒΙ ορθογωνίου τραπεζίου ΑΒΓΛ 
αυ τέµμνειτην ΑΔ στοΕ. να δείξετεότι;: ΑΕ.:ΕΔΞΑΒ:ΓΔ 
1. Τρίγωνο ΑΒ/Ι είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο καιη διχοτόµος ΑΔ τέμνειτον κύκλο στο 


Ε. Να δείξετε ότι: α. ΑΒ:ΑΓΞ ΑΔ:ΑΕ β. ΕΒ΄ - ΕΔ 


12. Από σηµείο Οπου βρίσκεται εκτός κύκλου (Κ. Β) φέρνουμετην εφαπτομένη ΟΑ και 


(ΑΒ) Ο0Β 
(ΑΠ) ΟΓ 





τη τέµμνουσα ΟΡΙ. Να δείξετε ότι: 


13. Απότην κορυφή παραλληλογράμμου ΑΒΓΛ φέρνουμµετην ευθεία επου τεµνειτη ΒΙ. 
στο Ε καιτη ΔΓ στο Ζ. Να δείξετε ότι: (ΒΕ).(ΑΖ)--(ΑΒ).(ΑΔ) 


14. Σετρίγωνο ΑΒΙ είναι Β- Γ--1-. Αν Αλτο ύψος του να δείξετε ότι; ΑΔ’ Ξ-ΔΕ:ΔΓ 


15. Δίνεται κύκλος(Ο. Β) και ευθεία ΧΥ. Η διάµετρος ΑΒ τέμνει κάθετα τη ΧΥ στο]Ι.. Από 
το Α φέρνουμε τυχαία χορδή ΑΔ, που τέμνει τη ΧΥ στο Ε. Να δείξετε ότι; 


(ΑΔ).(ΑΕ)-(ΑΒ).(ΑΓ) 


16. Δίνεται το τραπέζιο ΑΒΓΑ και Ο είναι το σηµείο που τέμνονται οι µη παράλληλες 
πλευρέςτου. Απότο Ο φέρνουμετην ευθεία επαράλληλη στις βάσεις του τραπεζίου, 
που τέµνειτις προεκτάσεις των διαγωνίων του τραπεζίου στα Ε και Ζ. Να δείξετε ότι: 
ΕΟΞΟΖ 


17. Απότο µέσο Μ τηςπλευράς ΒΙ τριγώνου ΑΒΙ φέρουμε τυχαία ευθεία ε, που τέμνει 
την ΑΓ στο Κ. την ΑΒ στο Ρ και την από το Α παράλληλη προς τη ΒΙ στο Ν. Να 
δειχθεί ότι ΡΝ/ΡΜΞΚΝ/ΚΜ 


1δ. Από το άκρο Α µιας διαμέτρου ΑΒ κύκλου Ο φέρνουμε δύο χορδές ΑΙ και ΑΔ.που 
τέμνουν την εφαπτομένη ΒΕ στα Ε καιΖ. Να δείξετε ότι: (ΑΕ).(ΑΓ)--(ΑΖ).(ΑΔ) 
19. Δίνεται κύκλος (Ο, [), χορδή ΑΒ και οι εφαπτοµένες ει Καιε, στα Α και βΒ. Αν Μ 


τυχαίο σηµείοτου ΑΒ και ΜΗ. ΜΕ. Μ2 οι αποστάσειςτου Μ από την ΆΒ και τις ει 


και ε», να δείξετε ότι; ΜΗ΄ Ξ ΜΕ:ΜΖ 


40. Οµοιότητα 


20. 


οι, 


Από σημείο Σ εκτός κύκλου (Ο. Β) φέρνουμετα εφαπτόμενα τμήματα ΣΑ καιΣΒ και 
µία τέµμνουσα ΣΙΔ. Να δείξετε ότι: ΑΙ ΒΔΞΑΔ:ΒΙ 


Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΙΛκΚαιαπότο Α µία τέµμνουσατη ΒΙ στοΖ,τη ΓΔ στο 
Η καιτη ΒΔ στο Ε. Να δείξετε ότι: (ΕΑ)΄ -(ΕΖ)(ΒΗ) 


22. Σετρίγωνο ΑΒΙ φέρνουμετα ύψη ΑΔ, ΒΕ καιΓΖ. Να αποδείξετεότι ΔΒ:ΔΓΞΔΕ:ΔΖ 


.», 


24. 


». 


26. 


5η, 


2δ. 


29, 


50. 


π 


Αν οι διαγώνιες δύο παραλληλογράμμµων είναι ανάλογες και σχηματίζουν ίσες γῶ- 
νίες, τα παραλληλόγραμμα είναι όμοια. 


Δύο κύκλοι {ζ και Λτέμνονται στα Α και Β. Οι εφαπτοµένες των κύκλων στο Α. τους 


τέµνουν στα Γ και Δ. Να δειχθεί ότι; ΑΒ΄ Ξ ΒΓ:ΒΔ 


Τρίγωνο ΑΒΙ είναι εγγεγραμμένο σεκύκλο(Ο. Ε). Φέρνουμετη διάµετρο ΑΔ καιτο 
ύψος ΔΕ. να δείξετε ότι: ΑΒ:ΑΙΞ ΑΔ:ΑΕ 


Σε τρίγωνο ΑΒΙ είναι ΑΟ το ύψος του. Αν Μ τυχαίο σηµείο του ύψους ΑΟ και 
ΜΔ Ι ΑΒ. ΜΕ | ΑΙ να δείξετε ότι: ΑΕ.-ΑΛΞΑΕ-:ΑΙ 


Σετρίγωνο ΑΒΙ προεκτείνουµετις ΑΒ και ΑΙ κατάτµήµατα ΒΔΞΤΕ. Η ΔΕ τέμνει 


ΑΒ ΕΖ7 
την προέκταση της ΒΙ στο Ζ. Να δείξετε ότι: ----Ξ ----- 
ην πρ ητης Ξ τς 


Από τις κορυφές Β. Γ τριγώνου ΑΒΙ φέρνουμε τις ευθείες εμ/ε./Αχ (Αχ τυχαία 
ημιευθεία). Αν η Ακ τέµνειτην ΒΙ στο σηµείο Δκαιοιίει, ε,τις προεκτάσεις των ΑΙ, 


/ ο Ρί Α ΑΔ 
ΑΒ στα Ε, Ζ αντίστοιχα, ν᾽αποδειχθεί ότι; ---- Ἔ----Ξ]1 
ΡΕ Τ2 


Με διαµέτρουςτις κάθετες πλευρές ΑΒ. ΑΓ τριγώνου ΑΒΙ γράφουμε κύκλουςτπου 
τέμνουν µια ευθεία ΧΑΥ στα σηµεία Μ. Ν αντίστοιχα. Να δείξετε ότι: τα τρίγωνα ΜΑΒ 
και νΝΑΓ είναι όμοια. 


Σεκύκλο(Ο. Β) φέρνουμετις κάθετες διαµέτρους ΑΒ καιΓΛ. Αν Κτο µέσοντης ΟΔ 
καιη ΑΙΚ τέµνειτον Κύκλο στο Ενα δειχθεί ότι α. ΑΕΞΖΒΕ και β.ΓΕΞΖΔΕ 


Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΙ (ΑΒ Ξ ΑΙ) φέρνουμε το ύψος ΤΕ. Να δείξετε ότι: 
α΄ Ξ 2γ:ΒΕ 


Οµοιότητα 4]. 


32. Να χαρακτηρίσετε ὡς σωστό (2) ή λάθος (Λ) τις παρα- 
κάτω προτάσεις: 


Ἱ. Αν ΑΜΞΞΜΒ τοι. 


ΑΜ. 3 ϱ.ὂΜ 3 ΜΕ 5 


ΑΒ 5 'αΜ 2 ὍαΕβ 2 

Π. Ἡ ΑΔ είναι διχοτόµος της γωνίας Α 

Π. Το θεώρημα της εσωτερικής καιτης εξωτερικής διχοτόµου ισχύει και για ισοσκε- 
λές τρίγώνο. 





33. Δίνεταιτρίγωνο ΑΒΙ και ΑΜ διάµεσος αυτού. Αν ΜΔ είναι διχοτόµοςτης ΒΜΑ και 


ΜΕ διχοτόµος της ΑΜΓ να δείξετε ότι ΔΕ/ΒΙ. 
(Υπ: Χρησιμοποιήστε το θεώρηµα των διχοτόµων στα τρίγωνα ΑΜΙ και ΑΜΒ και 
το αντίστροφο του θεωρήματος του Θαλή για να δείξετε την παραλληλία) 


34. Δίνεται τρίγωνο ΑΡΓ (ΑΒ π ΑΙ ) . 1το έγκεντρο αυτού, Θ το κέντρο βάρουςτου και 


ΑΔ διχοτόµος της γωνίας Α. 


ΑΙ 
α. Να βρείτετο λόγο 1Α συναρτήσειτων πλευρώντου. 


β. Αν β-ΓΥγ--2Ζα να δείξετε ότι]Θ/ΒΠΙ. 
(Υπ:α. Στο τρίγὠνο ΑΒΔ. η ΒΙ είναι διχοτόµος άρα ως . ο. και Βδ-- 
ΑΒ ΒΔ υ... 


β. Χρησιμοποιείστε τον προηγούμενο λόγο και την ιδιότητα του βαρύκεντρου) 


35. Δίνεταιτρίγῶωνο μεπλευρές ΑΒΞ4, ΑΓΞ6 και ΒΓΞ9. Επίτης ΑΙ θεωρούμε σηµείο 
Δτέτοιο ώστε ΑΒΔ--  ΑΓΒ . Να βρείτετις πλευρές του τριγώνου ΑΒΔ. 


(Υπ: Δείέτε ότι τα τρίγῶώνα ΑΒΓΙ και ΑΒΔ είναι όμοια ΑΔ - .ῬὨδ-ό, ΑΒΞΦ) 


36. Μια ευθεία διέρχεται απὀ το µέσον τῆς πλευράς ΒΙ τριγώνου ΑΒΙ και τέμνει τις 


ΑΕ ΕΒΕ 

ευθείες ΑΒ και ΑΓ στα Ε και Ζ αντίστοιχα. Να δείξετε ότι ------ ------ 

να .ΝΨ, 
(Υπ: Θεωρούμε ΑΘ/ΒΓ) 





Ε, “Το ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ ΟΕΝΜΑ” 


Στοτραπέζιο ΑΒΙΆτο άθροισμα τῶν βάσεων ΑΒ Γ[ΓΛ είναιίσα µετο άθροισµαΑΛΓΒΙ. 

των µη παράλληλων πλευρώντου. Απότο σηµείο τομής τῶν διαγωνίωντου φέρνουμε 

παράλληλη προςτις βάσεις που τέµνειτην Αλ στο Μκαιτη ΒΙ στο Ν. Να δειχθεί ότι: 
ΑΜΙΓΓΝΞΑΙ 


ΝΙετρικές σχέσεις 
σε ορθογώνια τρίγῶνα 


Μετρικές σχέσεις 
σε τυχαίο τρίγῶνο 





2 Κεφάλαιο 


Μετρικές σχέσεις 
σε κύκλο 





Μετρικές σχέσεις 


σε ορθογώνια τρίγῶνα 





Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 


Μετρικές σχέσεις 


Μετρικές σχέσεις ονοµάζουµεττις σχέσεις μεταξύ των µέτρων τῶν στοιχείων τριγώνων 
είτε αυτά είναι κύρια στοιχεία (πλευρές, γωνίες). είτε είναι δευτερεύοντα (ύψη, διχοτόµοι, 
διάµεσοι). 


Προβολή σηµείου σε ευθεία 


Δίνεται ευθεία εκαι σηµείο Απου δεν ανήκει σ᾽ αυτήν. Ορθή προβολή ή απλά προβολήτου 
σηµείου Α στην ελέγεται το ίχνος Α΄. τῆς καθέτου που άγεται απο το Α προς την ε. Αν 
κάποιο σηµείο. ὀπωςτο Β. ανήκει στην ευθεία ε, η προβολή του Β είναιτο ίδιο Β. 





Προβολή ευθύγραμμου τμήματος σε ευθεία 


Προβολή ενός τμήματος ΓΔ πάνω στην ευθεία ελέμε το τµήµα Τ΄Δ΄ που έχει άκρα τις 
προβολές Γ΄ καιΔ΄ των άκρων Γ και Δτου τμήματος Δ. Αν ο φορέας ενόςτµήµατος ΚΛ 
είναι κάθετος στην ε τότε οι προβολές των ΙΓ και Δ συμπίπτουν. Έτσι η προβολή του 
τμήματος ΚΛ είναι ένα σηµείο, δηλαδή έχει μέτρο 0. 


46. Μετρικές σχέσεις σε ορθογώνια τρίγῶνα 


Μετρικές σχέσεις σε ορθογώνια τρίγωνα. 





ΒΙ υποτείνουσα 

44 ύψος 

17 προβολή του 4[’στην υποτείνουσα 
Β11 προβολή του 48 στήν υποτείνουσα 





Θεώρημα! Ἑ οι ο 
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο το τετράγῶνο µιας κάθετης (Υ’5αΒδ) 
πλευράςτου είναι ίσο µετο γινόμενο της υποτείνουσας επί ΑΓ ΕῃΡ τὴὶ 
την προβολή της πλευράς αυτής στην υποτείνουσα. Γ Ό 
Πόρισμα 

Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ο λόγος των τετραγώνων των β΄ ο ΑΕ 
καθέτων πλευρών του είναιίσος µετο λόγο των προβολών Ὕλ ΔΕ 


τους επάνω στην υποτείνουσα. 


Θεώρημα ΠΠ (Πυθαγόρειο Θεώρημα) ΑΒ΄ ΚΑΓ΄ΞΒΓ΄ 


Σε κάθε ορθογώνιο τρίγῶνο,το άθροισμα των τετραγώνων η 
των καθέτων πλευρών του είναι ίσο µε το τετράγωνο της γ2 «βὲ --αὖ 
υποτείνουσας 
Θεώρημα Π (Αντίστροφοτου Πυθαγορείου) Αν σετρίγωνο ΑΒΙ; η 
Αν σεκάποιο τρίγωνο το τετράγωνο της μεγαλύτερης πλευ- αΞξβΒΙ είναιη μεγαλύ- 
ράςτου είναιίσο µετο άθροισµα των τετραγώνων των δύο τερη πλευρά και 
άλλων πλευρών του. τότε το τρίγῶνο είναι ορθογώνιο µε αἲΞβΖ γ΄ 
υποτείνουσα την µεγαλύτερη πλευρά. ; 2 0 
ο μας τόε ΑΞ90 
Θεώρημα ΙΥ 
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγὠνο το τετράγωνοτου ύψουςπου 
. ας αι ο. ΑΔ΄ΞΒΔΥΔ 
αντιστοιχεί στην υποτείνουσα είναι ίσο µετο γινόμενο των 
προβολών των καθέτων πλευρών του στην υποτείνουσα. 
Βασικές Εφαρμογές 1 1 1 
Σε κάθε ορθογώνιο τρίγῶνο αν 0, είναιτο ύψος που αντι- ρ2 ο προ τοι 
νο. 


στοιχεί στην υποτείνουσα ισχύει: 





Μετρικές σχέσεις σε ορθογώνιατρίγωνα 4. 


Β. ΜΕΟΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΟΝ 


Κατηγορία - Μέθοδος 


1. Ασκήσεις που ζητείται ο υπολογισμός ευθύγραμμωῶν τμημάτων ή γωνιών Μή ζη- 
τείται να αποδειχθεί κάποια μετρική σχέση μεταξύ πλευρών τριγώνου. 
Εντοπίζουµε ορθογώνια τρίγωνα καιγράφουµετις κατάλληλες µετρικές σχέσεις σε 
κάθε περίπτωση προσπαθώνταςνα ἐεμφανίσουμετα τμήματα που εμπλέκονται στην 
αποδεικτέα σχέση. 

Αν κάποιο απο τα εμφανιζόµενα τμήματα δεν υπάρχει στην αποδεικτέα σχέση το 
αντικαθιστούμε συναρτήσει τμημάτων που εμφανίζονται στην αποδεικτέα είτε 
χρησιμοποιώνταςτο Πυθαγόρειο Θεώρημα (11.69.) είτε οποιαδήποτε άλλη γνα- 


στή µετρική σχέση. 


2. Ασκήσεις που ζητείται να δειχθεί ότι ένα τρίγῶνο είναι ορθογώνιο 
Εξετάζουµε αν γιατην μεγαλύτερη πλευρά του τριγώνου ισχύειτο αντίστροφοτου 
Πυθαγόρειου Θεωρήματος. 

Θυμίζουμε δύο βασικές προτάσεις που χρησιμοποιούμε συχνά σε ορθογώνιο 
τρίγωνο. 
























α. Η διάµεσος προς την υποτείνουσα είναι {ίση µετο µισό της υποτείνουσας. 
β. Σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο, η κάθετη πλευρά που βρίσκεται απέναντι απο 


γωνία 20” είναι {ίση µετο μισό της υποτείνουσας. 


Παράδειγμα 1 


Σε ορθογώνιο τρίγῶνο ΑΒΙ΄ (Α Ξ-90)έχουμεΑβΞΌκαιΑβΙΞ12. 
Να βρεθούν τατµήµαταΡΙ[., ΒΔ. ΓΔ. Αλκαι ΑΜ. όπου ΑΛ ύψος και ΑΜ διάµεσος. 


Λύση 
Αποτο Π.8.στοτρίγὠνο ΑΡΒΙ. έχουµε: 
ΒΓΤΞΑΒΗ΄ΚΑΓ΄ - 0” 12” 


Ι Ι 
Άρα ΒΓ΄ Ξ225«ΕΒΓΞΙΣ5. Είναι πο πο οσον 


(Η διάµεσος είναι ίση µετο μισό της υποτείνουσας) 
Ακόμα ΑΓ΄ΞΒΓ.:ΓΛ«ΟΙ5.ΓΔΞΊΙ44 «ΓΔ-09.6 

Ὑπολογίζουμετη ΒΔ: ΒΑΞΒΙ -ΤΔΞΙ5-90.6:-5.4 
Επίσης ΑΔ’ Ξ-ΒΔ.ΓΔ« ΑΔ -5.4.9.6-51.84. Άρα ΑΔΞ 7,2. 





Παράδειγμα 2 β 
Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΙ µε Α-905.Αν ΑΔΞ . το ύψος στην υποτείνουσα. 


να υπολογίσετετις γωνίες Β.Τ. 


4δ. Μετρικές σχέσεις σε ορθογώνια τρίγῶνα 


Λύση 
Ώστω ΔΗΕΞΣΧ.ΔΙΞΥγ τότεχ γα 
2 
[αν 3 
και χ.γξυθι----ι------ 
ὔ 4 16 


Οπότετα Χ. Υ είναι ρίζες της εξίσωσης 





2 
ο οω -ᾱὖ 
16 
α 
οᾱ- .ᾱ- ο πο α 
Επειδή Δ-α΄------Ξ--- είναι: ωξ-----Ξ--- και α-ξ----ξ-- 
4 4 2.4 2.4 


Άρα .-ἲ και ω | ---- και . 
. 4 - 4 . 4 . 4 








2 2 2 2 
Αν χ --- τότε ΑΗΒ΄ - ΑΔ΄ ΞΔΗ΄ δα, δα - 12α” ὅα 
4 16 16 16 4 


Άρα ΑΒΞ τν. Ξ2ΑΔ.. Τότε είναι Β-- 305 απο γνωστό θεώρημα οπότε Γ -- 60. 


Αν κχ τα τότε ΑΒ τ οπότε απο το ίδιο θεώρημα Α, Ξ 30”. 
Άρα ἢῆ- 605 και Γ--30’ 


Παράδειγμα 5 
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΙ και το ύψος αυτού ΑΛ. Αν ΑΛΞΟ. ΒΑΞ ]2.5και ΙΔ ό να 
εξετάσετε αν τοτρίγῶὠνο ΑΒΙ είναι ορθογώνιο. 

Λύση 

Έχουμε ΑΓ{Ξ ΑΔ ΓΔ -ο” --6-δ6Ι:-36-117 

Επίσης ΑΒ2- ΑΔ ΕΒΔ΄--0” 513,5” -- 263,25 

Ακόμα έχουµε:ΒΓΞΓΒΔΕΓΛΓ:- 13.5--6:- 19,5 άρα ΒΓ7 --380,25 
Παρατηρούμε ότι ΒΓ΄ 2ΑΒ΄ άρα ΒΙ ΖΑΒ. ΟµοιακαιΒΓ ΣΑΙ. 
Επίσης ΑΒ΄ -ΕΑΓ΄ --263.25-Ε117--350.25 





δηλαδή ισχύει: ΑΒ΄ ΑΓ: ΞΒΓ΄. Ἀρατοτρίγῶνο ΑΒΙ είναι ορ- 
θογώνιο µε υποτείνουσα την ΒΙ. 


Παράδειγμα 4 
Να αποδείξετε οτι η διαφορά τῶν τετραγώνων δύο πλευρών τριγώνου ισούται µετη 
διαφορά των τετραγώνων τῶν αντίστοιχων προβολών τους στην τρίτη πλευρά. 


Μετρικές σχέσεις σε ορθογώνια τρίγῶνα 49. 


Λύση 
Έστωοτι ΑΒ ΣΑΙ. Τότεκαι ΒΔ2ΣΤΔ. Τοτρίγὠνο ΑΒΔ είναι 
ορθογώνιο, οπότε: ΑΒ΄ Ξ ΑΔ --Βδ΄’ (1) 
Το τρίγωνο ΑΓΛ είναι ορθογώνιο, οπότε ΑΓ΄ - ΑΔ΄ ΓΔ’ (2) 
Αφαιρούμετις (1) και (2) κατά µέλη και έχουµε: 

ΑΒ’ -ΑΓΖΞ/(ΑΔΓΒΔ’)- (ΑΔ) ΕΓΑ)ΞΒΔ -ΓΝ 
που είναιτο ζητούμενο αφου οι ΒΔ και[Δ είναι οιπροβολές 
των ΑΒ και ΑΙ στην ΕΙ. 





.. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Άσκηση 1 
Δίνεται ορθογώνιο τρίγὠνο ΟΑΙ µε 0--905 καιβΒ. ΛΑ τυχαία σηµεία των ΟΑ και ΟΙΓ 


αντίστοιχα. Να δείξετε ότι ΑΓ΄ ΒΔ’ Ξ ΑΔ’ ΕΤΕ’. 


Λύση 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑΓ ισχύει ΑΓ ΞΟΑ΄-ΕΟΓ΄ (1) 
Όμοια, στο ορθογώνιο ΟΒΔ ισχύει ΒΔ΄ Ξ ΟΔ’ --ΟΒ΄ (2) 


Απόγις σχέσεις (1) και(2) µεπρόσθεση κατά µέλη έχουµε 


ΑΓ΄ΓΒΔ ΞΟΑ΄ ΕΟΓ” ΓΟΔ΄ΓΟΒ΄ - 

Ξ{0Α7 4ΟΔ7)3{ΟΒ’ ΟΓ”)Ξ ΑΔ’ -«ΒΓ΄ 
διότι τα τρίγὠνα ΟΑΔ και ΟΒΓ είναι ορθογώνια και ισχύει 
το 11.8. 





Άσκηση 2 
Δίνεται ορθογώνιο τρίγῶνο ΑΡΒΙ µε Α- 90. .Έστω Λτο µέσοντης ΑΒ και Ε η προβολή 
του Απάνω στη ΒΓ. Να αποδείξετε ότι ΕΓ΄ - ΕΒ΄ Ξ ΑΓ”. 
Λύση 
Στα ορθογώνια τρίγωνα ΔΒΕ, ΕΓΛΔ εφαρμµόζουµετο Π.68. 
και έχουµε: 

ΕΒ:Ξ ΒΔ -δΕ᾽ (1) 

ΕΓΖΞΓΑ- ΔΕ’ (32) 
Αφαιρούµε κατά µέλη τη σχέση (1) από τη σχέση (2) και έχουµε 
ΕΓ’ --ΕΒ΄ Ξ(ΓΔ -ΔΕ))-(ΒΔ --ΔΕ΄)ΞΓΔΙ-ΒΔ ΞΓΑ -ΑΔ 





αφού ΑΔΞ ΒΔ. Άρα ΕΓ΄ -ΕΒ΄ ΞΓΑ΄- ΑΔ΄Ξ ΑΓ” διότιτοτρί- 
γῶνο ΑΓΑ είναι ορθογώνιο. 
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Άσκηση 3 
Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΙ µε Α- ο" 


και ΑΒ - - .Να φέρετετο ύψος Αλ καινα 


υπολογίσετετατµήµατα ΑΙ καιΔδΙ συναρτή- 
σειτης πλευράς ΑΒ. 

Λύση 

Έστω ΒΑ - χτότε ΒΙ - 2χΧ οπότε από γνωστό 


θεώρημα Γ--305 άρα Β - 60" 





Ακόμα έχουµε: ΑΓ Ξ (2κ)΄ οκ ή Α[-2χ ή ΑΓ:χν2λ 
Στο ΑΒΙ τρίγωνο ισχύειη γνωστή µετρική σχέση 
ΑΗ΄ . 
ΔΒ΄ -ΒΓ:ΒΔ ή ΒΔ- πλ -- -- 
ΡΕ -α Ὁ 





Επίσης ΛΓΞΒΓ ΒΑ 2κ-α στα Επομένως αγ σσ 


Άσκηση 4 
Δίνεται κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΛ µε κάθετες διαγωνίους να δείξετε ότι: 
ΑΒ΄ ΓΓΔ Ξ ΑΔ’ ΒΓΖ (1) 

Λύση 

Εφαρμµόζονταςτο Πυθαγόρειο Θεώρημα στα ορ- 
θογώνια τρίγωνα ΑΟΒ και ΔΟΙ το πρώτο µέλος 
της (1) γράφεται 


ΑΒ’ ΕΓΔ’ Ξ(0Α” ΟΡ”) (ογ” 0Δ’)- 


Ξ(0Α” «-ΟΔ7)«-(ΟΡ’ «ΟΓ2)- ΑΒ’ ΒΓ’ 





Άσκηση 5 
Δίνεται ορθογώνιο τρίγὠνο ΑΒΙ µε Α -905 καιΑΔ. ΒΕ. ΓΖοι διάµεσοιτου. Να δείξετε 


2 
ότι ΑΔ ««ΒΕΖ «Τζ -- - 
Λύση 
Στο ορθογώνιο τρίγὠνο ΑΒΙ η ΑΔ είναι διάµεσος, 


2 2 
οπότε ΑΔ)-|--|---- (1) 
2 4 


Από Πυθαγόρειο Θεώρηµα στο τρίγωνο ΑΒΕ έχουµε: 





- 2 
ΒΕ΄ ΞΑΒ΄ ΓΑΕ΄ Ξγ΄ 5) 4 . ο) 


Μετρικές σχέσεις σε ορθογώνιατρίγωνα ο) 


Από Πυθαγόρειο Θεώρημα στο τρίγωνο ΑΓΖ έχουµε: 
2 2 
Γ7: -- ΑΖ2« ΑΓ2 5) Εβ2 τῇ (3) 


Με πρόσθεση κατά µέλη των (1). (2). (3) έχουµε: 


2 2 2 2 2 2 
ΑΑ2 .ΒΕ: Τ72- 5 ϱβΣκγεὓ τΎ ον σι 
4 4 4 4 2 





Άσκηση 6 
Δίνεται ρόµβος ΑΒΙΛ µε κέντρο Ο και ένα σηµείο Ε.της διαγωώνίου ΑΙ να δείξετε ότι 
ΑΗΒ΄ - ΒΕ΄ ΞΕΓ.ΕΑ 

Λύση 

Στα ορθογώνια τρίγωνα ΒΕΟ και ΑΒΟ εφαρ- 
µόζουμετο Π.68. και έχουµε: 


ΒΕΖ Ξ- ΟΕ2 --ΟΒ2 (1) 
ΒΑ’ ΞΟΒ2 ΚΟΑ” (2) 
Με αφαίρεση της (1) απὀ (2) έχουµε: 


ΒΑ2. ΒΕΖ -0Η20Α2- 082 - ΟΗ2 


«9 ΒΑ2- ΒΕΖ -0Α2- 08295 


«5 ΒΑ΄ --ΒΕ΄ Ξ(ΟΑ--ΟΕ)(ΟΑΟΕ) 5 


-Ο08Β 





«9 8ΒΑ΄ -ΒΕ΄ -ΕΑ.(ΟΓ:ΟΕ) 95 ΒΑ -ΒΕΖ - ΕΑ-ΕΓ 


Άσκηση 7 


2 


σ-3. 





Δίνεται ορθογώνιο τρίγώνο ΑΒΙ µε ἢ-2Γ.Να δείξετε ότι . 
Λύση 

Αφού τοτρίγὠνο ΑΒΙ είναι ορθογώνιο και Ββ-2Ρ 
είναι Ὦ -- 605 και Γ--305. 

Φέρνουμετο ύψος ΑΛΑ καιτην διάµεσο ΑΜ τουτρι- 
ΑΓ΄ ΑΓ 


αρ κ ϱὉ) 


γώνου τότε: 


Το ΑΒΜ τρίγωνο είναι ισόπλευρο αφού Β-- 6ῦ» 





και ΑΜΞ ΒΜ σ- (από γνωστό θεώρηµα της 


διαμέσου στην υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου). Άρα ΑΔ εκτός από ύψος είναι και 
διάµεσος, δηλ. ΜΔ-Ξ- ΔΒ (2). Ακόμα ΓΜΞΜΕ-2ΔΒ (3). 
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Άρα ΔΓΞΔΜ{ΕΓΜΓΞ ΔΗΒ-Γ2ΔΒΞ2ΔΒ 
.. ο. Ἡ «ΑΠ ΔΓ 3ΔΒ.ς 

πότεη σχέση (1) γράφεται: ΑΣ ΑΡ ΛΕΒ 
Άσκηση ὃ 
Αν Ν είναι εσωτερικό σηµείο ορθογωνίου ΑΒΓΑ να αποδείξετεότι ΝΑ” ΓΝΓ Ξ ΝΗ΄ΕΝΔΝ 
Λύση 
Από το Ν φέρνουμε τις κάθετες ΝΕ, ΝΖ, ΝΗ. ΝΘ 
στις πλευρέςτου ορθογωνίου. Τα τρίγωνα ΑΝΖ και 
ΝΘΓ είναι ορθογώνια οπότε ΝΑ΄ Ξ ΝΖ’--ΖΑ” (1) 
και ἉΓΞΝΘ΄ -9Γ” (2). 

Με πρόσθεση κατά µέλη των (1). (2) έχουµε: 
ΝΑ2ΕΝΓΖΞ ΝΖ2ΕΖΑ324ΝΘ7 -ΘΓ” (3) 
Όμοια από τα ορθογώνια τρίγωνα ΝΒΕ και ΝΖΔ 

έχουμε: ΝΗ΄ ΞΝΕ΄ --ΕΒ΄ (4)και Νδὲ - Ζδ-ΖΝ2 (5) 

Με πρόσθεση τῶν (4). (5) έχουµε: ΝΒ΄ΕΝΔ΄Ξ ΝΕ” -ΕΕΒ΄ ΕΖΔ-ΕΖΝ΄ (6) 

Από (3). (6) έχουµε: ΝΑ΄-ΓΝΓ΄Ξ ΝΗ΄ ΝΔ’ αφού ΖΑΞΕΒ. ΖΔ-ΝΘ. ΝΕ:-ΘΓ ὡς 
απέναντι πλευρές ορθογωνίων. 





Άσκησηθ 
Αν σετρίγῶνο ΑΒΙ ισχύει α.υ Ξβ:Υ να δείξετε ότι Α.- ο0ῦ 
Λύση 
Ισχύεια:υ ΞβΡβΥ5ΒΓ.ΑΔΞΑΓ:ΑΒ (1) 
Έστω ότι Α 90”. Φέρνουμε ΒΕ κάθετη στην 
ΑΙ οπότε τα τρίγωνα ΒΕΙ και ΑΔΙ είναι όμ- 
οια αφού Δ.-- Ε - 905 και Γ-0. Άρατισχύει: 
ο «ΒΕ-ΑΓΞΒΓ-ΑΔ (0) 
ΑΔ ΑΙ 
Από (1) και(2) προκύπτει ότι ΒΕ -- ΑΒ οπό- 





τετο τρίγωνο ΑΒΕ είναιισοσκελές. Άρα ΕΞ ΑΞ ΟΘΟ’ που είναι άτοπο. 


Επομένως Α-ο90.. 


Άσκηση 10 


Σε τρίγῶνο ΑΡΒΙ., ισχύει Β- Γ--005. Να αποδείξετε ότι το ύψος του ΑΑ είναι µέσο 
ανάλογο των ΒΛκαι[Λ. 


Μετρικές σχέσεις σε ορθογώνιατρίγωνα ο 


Λύση 

Φέρουµμε το ύψος ΑΔ του τριγώνου και τη βοηθητική 
ΑΕ | ΑΓ. Το τρίγωνο ΑΕΙ είναι ορθογώνιο, άρα 
ΑΔ΄ΞΕΔ.ΓΑ (1. 


Η γωνία β του τριγώνου ΑΒΙ είναι εξωτερική του τριγώνου 


ΑΒΔ. Άρα Β--ου--Α,. άρα Α, Ξ-ΕΒ--00 και λόγω της 





υπόθεσης [--Α, (Β--Γ-- ου" 9» 18-90"). 


Επίσης Α, -[ διότι έχουν τις πλευρές κάθετες. Επομένως Α͵ Ξ- .. ὁηλαδή το ύψος του 
ΑΔ είναι και διχοτόµος, άρα και διάµεσος. Δηλαδή ΕΔ- ΒΔ. Τότεη σχέση (1) γράφεται 
ΑΛ΄ΞΗΔ.ΓΔ. 


Άσκηση 11 
Δίνεται τραπέζιο ΑΒΙ Λ τέτοιο ώστε Α-Δβ-οῦρ», Φέρνουμετις διαγώνιεςτου ΑΙ και 
ΒΔ και ενώνουµετα µέσατους Ε και Ζ. ΝΑ αποδειχθεί ότι: ΓΔ - ΑΗΒ΄ -«4Ε2”. 

Λύση 

Φέρνουμε ΔΔ' | ΒΓ. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΔΑΔ'Τ 
ισχύει ΓΔ --(ΔΔ')΄«Ε(ΓΔ'). Όμως ΑΒΞΑΔ' (διότι 
ΑΛΔ'Β ορθογώνιο). Άρα ΓΑ΄Ξ ΑΒΓΑ” (0. 
Επειδή Ζ., Ε µέσα διαγωνίων τραπεζίου ισχύει: 
ο ΤΒ: ΑΔ 

2 





ΖΕ «7Η. 99Δ,, 27Ε- ΓΔ. 
2 


Αντικαθιστώνταςτο ΓΔ’ στη σχέση (1) έχουµε ΓΔ - ΑΒ’ «(27Ε) - ΑΒ’ Γ47Ε’. 


Άσκηση 12 
Δίνεται ημικύκλιο διαμέτρου ΑΑ΄ και δύο σηµείατου Β και [. Αν Μ και Ν οι προβολές 
των Β και [ πάνω στην ΑΑ΄ και Η η προβολήτου Α στην ευθεία ΒΙ. να αποδειχθεί ότι 


ΑΗ΄ -ΑΜ.ΑΝ., 
Λύση 


Το τετράπλευρο ΑΗΒΜ είναι εγγράψιµο διότι ΑΠΕ - ΑΜΒ -ο0" άρα ΑΠΒ--ΑΜΒ - 1805. 


Άρα ΗΜΑ Ξ ΗΒΑ (διότιη πλευρά ΑΗ πρέπει να φαίνεται µε 
ίσες γωνίες απότις κορυφές Β και Μ). 


Επίσης η ΗΒΑ-ΓΑ'Α (διότιτο ΑΒΓΑ είναι εγγεγραμμένο). 
Επίσης ΓΑ'Α- ΑΓΝ (οξείες γωνίες µετις πλευρές κάθετες) 
και ΑΓΝ - ΑΠΝ (διότι ΑΗΓΝ εγγράψιµο). 
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Από τα παραπάνω έχουµε ότι ΑΠΝΞ ΗΜΑ. Άρα τατρίγωνα ΑΗΝ και ΔΗΜ είναι όμοια 


αφού έχουν Α κοινή και ΑΠΝΞ ΗΜΑ. Επομένως ο -- ο. ε» ΑΗ΄ -ΑΜ.ΑΝ. 
ΑΝ ΑΗ 
Δ. ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ 


(Στή συνέχεια όπου αναφέρεται π.χ. 48 Ξ 5 εννοεῖται 4βΒ Ξ 5 µονάοες μήκους. ) 
1. Δίνεται το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΡΙ’ [Α -- Π;) καιτο ύψοςτου 


ΑΔ. Να χαρακτηρίσετε µε ὸΣ (σωστό) ή Λ(λάθος)τις παρακά- 
τω προτάσεις. 





Αρ τ. Π. ΑΔ - ΒΓ.ΒΔ 
Πἱ, ΑΗ” -ΒΓ.ΓΔ ἵν. ΑΗ2 - ΑΔ ΒΔ 
ν. ΑΔ - ΒΔ.ΓΔ γι. ΑΒ.ΑΓ- ΒΓ.ΑΔ 


2. Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο πλευράςα. Το ύψοςτου ισόπλευρου τριγώνου είναι ίσο µε: 


ο - ωΣ . 
3.Αν ΑΗΞΟ, ΑΔΞΛΔΖτύτεΙ ΛΞ... α.2 ῇ.2.2 η ον ὃ. |.ὸ 


4. Να δείξετε οτισε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΡΤ. (4 --ορ.) ισχύει 
β«Υ«αν2 


(Υπ. Ὑψώνουμε και στα δύο µέλη στο τετράγωνο. Χρησιμοποιούμε Π.8.) 





5. Δίνεται ορθογώνιοτρίγὠνο ΑΒΙ. (Α --ο0») καιτο ύψοςτου ΑΔ.ΑνΒΙ Ξ]15καιβΑδΞό 
να υπολογίσετετατµήµατα ΒΔ και ΓΔ. 
(Απ: Ώ4- 3και[ΔςΞ]Ι2ήΒΔΞΙ2καιΙΔΞ 2). 


6. Στο σχήµα στην επόµενη σελίδα η πλευρά ΤΔ είναι ίση µε: 
α- 0 οΠι β. ὃ οἵ γ. 4 6ἵΠι 
ὃ. 5 ΟΠ ε. 4.5 ΟΠ. 
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7. Το τρίγωνο ΑΒΙ είναι ορθογώνιο. Αν Πο -2 τότε ΡΑ 
ΑΓ ΓΔ 
α. 2 β.4 πο ο ο 





δ. Θεωρούμε κύκλο διαμέτρου ΑΒ, δύο χορδέςτου ΑΙ και ΑΔ καιτιςπροβολέςτους ΑΕ. 
ο ο τε 

και ΑΖ πάνω στη διάµετρο ΑΒ. Να αποδειχθεί ότι; ---σΞτττς. 
ΑΔ΄ ΑΖ 


9. Δίνεται κύκλος διαμέτρου ΑΒ και κέντρου Ο. Με διάµετρο την ΑΟ κατασκευάζουµε 
Κύκλο. Από τυχαίο σηµείο Τ της ΟΑ. φέρνουμε κάθετη στην ΑΒ που τέµνειτον εσωτε- 


ρικό κύκλο στο Δκαιτον εξωτερικό στο Ε. Να αποδείξετε ότι; ΑΕ΄ -2.ΑΔ΄’. 


10. Θεωρούμε κύκλο (Ο.Ε) και σηµείο Σ εκτός αυτού. Αν από το Σ άγονται δύο ευθείες 
κάθετες μεταξύ τους που τέµνουν τον κύκλο στα Α. Β και; Δ αντίστοιχα να δείξετε 


οτιτο άθροισμα ΣΑ2-ΕΣΒ΄ ΕΣΓ: «ΕΣΔ’ είναι σταθερό. 
(Υπ: Στα ορθογώνια τρίγωνα ΣΑΙ και ΣΒΔ εφαρμόζουμε το Τ.Θ. Φέρνουμε 


την διάµετρο ΑΟΕ. Παρατηρούμε οτι ΑΒΕ --οϱ) και ΓΛΕΒ ισοσκελές τραπέζιο). 


11. Να δείξετε ότι το άθροισμα των τετραγώνων των προβολών 
δύο κάθετων ακτίνων σε τυχαία διάμετρο του κύκλου και σε 
τυχαία ευθεία του επιπέδου είναι σταθερό. 

(Υπ: φέρνουμε την διάµετρο ΤΔ ώστε ΓΔ//ε 
(ε: τυχαία ευθεία του επιπέδου). 
Παρατηρούμε ΟοΚΞΟ΄Μ,ΟΑΞΟ΄Ν και ΑΚ Ξ ΟΛ). 





12. Δίνεται ορθογώνιο τρίγὠνο ΑΒΙ [Α - 005 .Γ--305 και η διάµεσος ΒΕ- 7. 


Να αποδείξετε ότι ΒΕ΄ -- ΞΕΒΓ” και να υπολογίσετετις πλευρές του τρι- 


γώνου ΑΒΡΙ. 
(ΑΠ:ΕΓ-4.ΑΒ-2, ΑΓ-2ν92) 


13. Θεωρούμε τεταρτοκύκλιο ΑΟΒ καιτη διχοτόµμο Οχκτης ορθής ΑΟΒ. Απότυχαίο [του 
τόξου ΑΒ φέρνουμε ΓΕ. ΟΑ που τέμνει την ΟΧ στο Δ. Να αποδείξετε ότι: 
ΓΕ΄ ΔΕ’ ΞΟΑ7. 


14. Λίνεταιισοσκελέςτρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ ΞΑΓ),καιΑΛλτούψοςτου.Αν ΑΔΞΒΓ -- 8οπι 


να βρείτετην ακτίνα του περιγεγραµμµένου κύκλου του τριγώνου. 
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15. Δίνεταιτρίγῶνο ΑΒΙ µε Α 90». Στην υποτείνουσα ΒΙ παίρνουμε τυχαίο σηµείο Δ 


και φέρνουμε ΑΣ | ΒΙ (Αχκημιευθεία προς το ημιεπίπεδο που περιέχειτο Α). Η Αχ 
τέμνει τέμνει την ΑΙ στο Ζ. Επί της Αχ παίρνουμε σηµείο ΚΚ ώστε ΒΚΓ:--90». Να 
δείξετε ότι: 


ἱ. ΔΚ΄ ΞΔΗΒ:ΔΓ Π,. ΔΚΖ - ΔΖ.ΔΕ 


16. Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΛ και Ε ένα σηµείο της διαγωνίου ΒΔ. Να αποδείξετε ότι: 
ἱ. ΑΒ” -- ΑΕΖ - ΕΒ:ΕΔ π. ΒΕ΄ ΚΕΔ’ -2:ΑΕ΄ 


(Ἠπ:ἱ. ΑΗ2- ΑΟ) ΟΒ2 (Ο: το κέντροτου ΑΒΓΛ) ΑΕ΄ Ξ ΑΟ” ΓΟΕ΄ 
Π. ΒΕ - ΟΒΞΒΕ ΕΔΞΟΔ- ΟΕ) 


17. Σεκύκλο(Ο. ΟΑ) φέρνουμε ΒΓ/{ΟΑ.. Να αποδείξετε ότι ΑΓ΄ --ΑΒ΄ -4.0Α΄. 


1δ. Σε κύκλο (Ο.Ε), θεωρούμε διάµετρο ΑΒ. και δύο κάθετες μεταξύ τους ακτίνες ΟΓ 
και ΟΔ. Αν ΟΕ και ΟΖ είναι οι προβολές των ακτίνων πάνω στη διάµετρο., να 


αποδειχθεί ότι; ΟΕ΄ --Ο7Ζ΄ - κ΄. 


19. Λίνεται κύκλος διαμέτρου ΑΟΒ(ΑΟΞΟΒΞΛΠΕ). Με διαµέτρους ΑΟ καιΟΒ κατασκευά- 
ζουμε δύο νέους κύκλους.Να βρείτε την ακτίνα του κύκλου που εφάπτεται και στους 
τρείς κύκλους. 

(Υπ: Αν Γ µέσο του ΑΟ και Κ το κέντρο του ζητούμενου κύκλου.εφαρμόζουμε Π.8. 
(Πυθαγόρειο θεώρημα) στο τρίγωνο ΤΟΓΚ). (Απ: Ε) 


20. Δίνεται κύκλος (Ο.Ε) και δύο κάθετες χορδές του ΑΒ και ΓΔ που τέμνονται στο 
σηµείο Μ. Να αποδειχθεί ότι: 


ἱ. ΜΑΖ-ΕΜΗΒ΄ ΕΜΓΣ-«ΜΔ - 4ς” Π. ΑΓ΄-ΕΒΓ΄ «ΒΔ «ΕΔΑ -δς΄ 


Ε, “το ΞΕΧΟΡΙΣΤΟ ΘΕΜΑ” 


1. Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΙ. (Α --ορ.). Εξωτερικά του τριγώνου. µεπλευρές 
ΑΒ και ΑΙ κατασκευάζουµετα τετράγῶνα ΑΒΔΕ και ΑΙ 2Η. Αν Μ είναιτο µέσοντου 
τμήματος ΔΖ, να δείξετε οτιτο τρίγὠνο ΜΒΙ είναι ορθογώνιο καιισοσκελές. 


2. Θεωρούμε ημικύκλιο µε κέντρο Ο και διάμετρο ΑΒ. Φέρνουμετις εφαπτόµενεςε͵ 
καις, στα άκρα της διαμέτρου ΑΒ. Θεωρούμε τυχαίο σηµείο Ε στο ημικύκλιο ΑΒ. Αν 
η εφαπτομένη στο Ε τέµνειτην ε, στο 1 καιτηνε, στο Δ να δείξετε οτι: 
ἱ. Το τρίγωνο ΙΤ ΟΛ είναι ορθογώνιο και το γινόμενο ΑΙ ΒΔ είναι σταθερό. (Δηλ. 
δεν εξαρτάται απο την θέση Ε). 
Π. Αν Ζ,είναιη προβολήτου Ε στην ΑΒ. τότεη 7Ε είναι διχοτόµοςτης γωνίας! 2Δ. 
ΠΠ]. Το γινόμενο Ε27. ΓΔ είναι σταθερό. 


Μετρικές σχέσεις 


ον ο ΤΗ ζΟΣΗΙ 





Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 


Θεώρημα (1 ενίκευσητου Πυθαγορείου θεωρήµατοςγια πλευράπου βρίσκεται απένα- 
ντι από οξεία γωνία) 


Το τετράγωνο πλευράς τριγώνου. που βρίσκεται απέναντι 
από οξεία γωνία, είναι ίσο µε το άθροισµα των τετραγά- 
νων των δύο άλλων πλευρών του, ελαττωμένο κατά το 
διπλάσιο γινόμενο τῆς µιας από αυτές, επί την προβολή 
τῆς άλλης επάνω σε αυτήν για παράδειγµα 


αἱ -β2 «ΕΥ΄ --2β:ΑΔ 


Θεώρημα ΙΙ (Γενίκευσητου Πυθαγόρειου θεωρήματος για πλευρά που βρίσκεται απέ- 
ναντι από αµβλεία γωνία) 





Το τετράγὠνο πλευράς τριγώνου που βρίσκεται απέ- 
ναντι από αμβλεία γωνία είναιίσο µετο άθροισμα των 
τετραγώνων των δύο άλλων πλευρών, αυξημένο κατά 
το διπλάσιο γινόμενο τῆς µιας από αυτές, επί την προ- 
βολή της άλλης πάνω σ᾿ αυτήν για παράδειγµα 


α΄ Ξβ΄ -ΕΥ΄ «2β:ΑΔ 





Πόρισμα 


ἱ. α 52 ΕΥ 5 ΑΙ Π. α΄. Ξβ) ΕΥ 9-1 ΠΠ, αἲ «β) ΕΥ 9 Ας«Ι 


Νόμος Συνημιτόνων 
Σεκάθετρίγὠνο ΑΒΙ ισχύει: 


α΄ -β΄ ΕΥ’ --2βγσυνΑ., β΄ -α- «ΕΥ --2αγσυνΒ., Υγ -α΄ ««β’ -2αβσυνΓ 


55. Μετρικές σχέσεις σετυχαίο τρίγωνο 


Θεώρημα ΠΠ (1 θεώρημα διαμέσων) 


Το άθροισµα των τετραγώνων δύο πλευρών τριγώνου, ισούται µε το διπλάσιο του τετρα- 
γώνου της διαμέσου. που περιέχεται μεταξύ των πλευ- 
ρών αυτών, αυξημένο κατά το μισό του τετραγώνου 
της τρίτης πλευράς για παράδειγµα 


2 
ον) -λμ κ 


Θεώρημα ΙΝ (2) θεώρημα διαμέσων) 





Η διαφορά των τετραγώνων των δύο πλευρών ενός 
τριγώνου. ισούται µετο διπλάσιο γινόμενο της τρίτης πλευράς, επίτην προβολή της αντί- 
στοιχης διαμέσου στην πλευρά αυτή. 

Για παράδειγµα: β-γ-2αΔΜ/(βΖγ) 

Τύποι διαµέσων: 


.. 2β’ --2Υ΄ -α- .. 2α «2Υ΄ -ῄ' ». 2α’ «2β΄-Υ΄ 
Ημ παπα πι πας 


Βασική εφαρμογή 
Το ύψος υ,., τριγώνου ΑΒΙ, δίνεται από τη σχέση ο, “που όπου 
α 


τ. αΤΡΤΥ 
2 


ΡΕ. ΜΕΟΘΟΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΟΝ 


ς ἹΚατηγορία- Μέθοδος 


Χρησιμοποιούμετις µετρικές σχέσεις που μάθαμε σ᾽ αυτήν αλλά και στην προηγού- 
µενη παράγραφο, ανάλογα µε την περίπτωση. π.χ. όταν στο πρόβλημα εμπλέκεται 
διάµεσος χρησιμοποιούμε τον τύπο της αντίστοιχης διαμέσου. Για τον υπολογισμό 
γὠνιών χρησιμοποιούµετις προτάσεις που μάθαμε γιατις σχέσεις καθέτων πλευρών 
και γωνιών σε ορθογώνια τρίγωνα ή απ’ ευθείαςτο νόµο των συνημιτόνων όπου µια 
γωνία προσδιορίζεται από το συνηµίτονό της. 










1. ΑΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Άσκηση 1 
1.Σετρίγωνο ΑΒΙ είναιβ--7,γΞόκαιµ. - : .Να υπολογίσετε: 


α.την πλευράα β.την προβολήτης διαμέσου µ, πάνῶ στην ΒΙ. 


Μετρικές σχέσεις σε τυχαίο τρίγωνο 90, 


Λύση 
α. Στοτρίγὠωνο ΑΒΙ εφαρμόζουμετο πρώτο θεώρημα των 


2 
διαµέσων β΄ - 2μ” νο καιλύνουµε ὠςπροςα: 


αξ /2β/ 27) -4μ2 - 24923645. ΝΙΖΙ ΙΙ 


β. Ύτο ΑΒΙ η προβολή της διαμέσου στην πλευρά α εἰ- 
ναιη ΔΜ. Εφαρμόζουµετο δεύτερο θεώρημα των δια- 





µέσων στο ΑΒΓ, µμεβ Ζγ και έχουµε: β;-γ΄Ξ2α:ΜΔ 
β2-.γ2 49-36. 13 


Άρα ΜΔΞ Ξ----- 
2α οι ὁὃὂ 
Άσκηση 2 
Δίνεταιτρίγὠνο ΑΒΙ μεΑΒΞ2.ΒΙΞ5καιΓΑΞ7. Να υπολογίσετετη γωνία Β. 
Λύση 
α΄ τρόπος 


Εφαρμόζουµε το νόµο των συνημιτόνων για τη γω- 
γία Ὦ και είναι β --α- «ΕΥ --2αγσυνΒ .. Λύνουμε ως 


προς συνΒ και έχουµε: 
2 2 ϱ2 - - 
συνβ--ᾱ ΕΥ -β - 250--49 πο, Ὁ 
2αγ 2ο. 30 2 
οπότε Β --1205. 
β΄ τρόπος 
Έχουμε β -49 και α- ΕΥ Ξ2549-34. Παρατηρούμε ότι β᾽ 2α΄ ΕΥ’ οπότε Β5 ΙΙ 





Απότο Θεώρημα ΠΠ. έχουµε: β΄ -α΄ ΕΥ’ Γ2α:ΒΔ 9 49 :2549-2:5.ΒΑΦΡΒΑ2 


Επομένως ΔΕ - . 


Επειδή στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΔΛΠ κάθετη πλευρά ΒΔ είναιτο μισό της υποτείνουσας 


η απέναντι οξεία γωνία είναι: Α, - 30’ οπότε Β, - 60’ και Β, --120". 


Άσκηση 3 

Να βρείτετο είδοςτης γωνίαςπου βρίσκεται απέναντι στη μεγαλύτερη πλευρά τριγώ- 
νου ΑΒΙ όταν: 

α. αΞξ 5. βΞ 12.ΥΞ 15 β.αΞ-δ.β-»5δ.ΥΞό6 γ.αΞ4.β-5.ΥΞ7 


60. Μετρικές σχέσεις σε τυχαίο τρίγῶνο 


Λύση 
Σύμφωνα µε θεώρηµαπου μάθαμε στην ύλητης Α΄ Λυκείου σ᾿ ένα τρίγωνο απέναντι από 
τη μεγαλύτερη πλευρά. βρίσκεται η μεγαλύτερη γωνία. Έτσι, έχουµε: 
α. Η µεγαλύτερη πλευρά είναιΏγ µε γ΄ Ξ169 και αἲ «β - 25-ΕΙ144--169. 
Είναι γ΄ - β2 --α΄ οπότε Γ-- ΙΙ 
β. ΗΠ μεγαλύτερη πλευρά ηγ µε Υ΄ -236 και α΄ β΄ ΞΙ6-25-41. 
Είναι γ) «α΄ «β΄ οπότε [« 1 
γ. Ἡ µεγαλύτερη πλευρά ηγµε Υ΄Ξ49 και αἱ Εβ; ΞΙ6-:25-41. 
Είναι γ) 5α- «β; οπότε Γ 5 {γ 
Άσκηση 4 
Να εξετάσετε αν υπάρχειτρίγῶνο µεπλευρές: 


α 2α . Τα α -. κ 2κ 
.. γ---.βς---ι Π. γ---.βςξ--.α Π. αξκ., βξ--. γ--.κ20 
το. πα σας ο τή - 
Στην περίπτωση που υπάρχει να βρείτετο είδοςτου τριγώνου ὠςπροςτις γωνίεςτου. 
Λύση 


. ν : . α ρα , ᾿ ρα α ἹΙ4α 

ἱ. Αν υπήρχετρίγωνο μεπλευρές ΥΞ . και β - οι τότεθα είχαμε β-ΕΥΞ ε] Ἔ οταν. 
Άτοπο γιατί πρέπει λόγω τριγὠνικής ανισότητας βΕγ2α. 

” ὦ ; . α α. , ΄ τα α Ἰόα 

Π. Αν υπήρχετρίγωνο µεπλευρές γξ---.βς-- τὀτεθαείχαµεγ-β------Ξ---- Σα 

Ὄ 2 5 39. 15 

Άτοπο διότι πρέπει λόγω τριγὠνικής ανισότητας Υ-β-«α. 

.. ο ο ιωαΚκ 2κ κ κι2« κ 

ΙΗἩ. Η μεγαλύτερη πλευρά είναιη α. Αφού ισχύει ς -- νο «ατα . - εἩ . ς υπάρ- 


χειτρίγωνο µε αυτές τις πλευρές. Έχουμε α΄ Ξ κ΄ και β2 ΕΥ - σαι . - 








Άρα αἱ 5β/ ΕΥ Α 005, οπότε β« οῦ" και [ «οθ". 


Άσκηση 5 
Δίνεται ισοσκελέςτρίγὠνο ΑΡΒΙ (ΑΒΞΡΒΙ) και Νσημείοτηςβάσηςτου ΒΙ. Αν ΒΝ 02, 
ΝΙΞ7καιΑβξΑΙΞΊ1Ι να υπολογιστείτο ΑΝ. 


Μετρικές σχέσεις σε τυχαίο τρίγωνο 61. 


Λύση 

Έστω ΑΜ η διάµεσος άρα και ύψος του τριγώνου 
ΑΒΓ. Αφού ΒΝ «ΝΓ είναι ΑΝΒ 5 90’. Εφαρμόζο- 
ντας το γενικευµένο πυθαγόρειο θεώρηµα στο τρί- 
γῶνο ΑΒΝ έχουµε: 


ΑΗΒ΄ -ΒΝ΄ΓΝΑ΄2ΗΝ.ΝΜ Μ 
11 --3-.ΝΑ΄ -2:3(7-.5) «121 --ο-« ΝΑ ΕΙ1295 
«9ΝΑΖ-ΞΙ00«2ΝΑΤΞ1Ι0 





Άσκηση 6 
Με κέντρο το σηµείο τομής τῶν διαγωνίων ενός παραλληλογράμμου ΑΒΙΛ. γράφουμε 
κύκλο. Αν Μ είναι τυχαίο σηµείο του κύκλου. να αποδείξετε ότι το άθροισμα 


ΜΑ΄ --ΜΒ΄ «-ΜΓ΄ --ΜΔ΄ είναι σταθερό. 

Λύση 

Οι διαγώνιοι του παραλληλογράμμου διχοτομούνται. 
Άρα στατρίγωνα ΜΒΔ και ΜΑΙ η ΜΟ είναι διάµεσος. 
Απότο θεώρημα τῶν διαµέσων στα τρίγωνα αυτά έχουµε: 


2 
ΜΒ΄ ««ΜΔ΄ - 2ΜΟ΄ εσσ- (1) 


2 
ΜΑ΄ΕΜΤ΄ Ξ2ΜΟ΄ ... (2) 





Προσθέτουμε κατά µέλητις (1) και (2) και έχουµε 


ΒΔ’ ΑΓ 
--- 








ΜΔΑ΄ΓΜΗ΄ ΓΜΓ΄ ΙΓ ΜΔ΄ - 4ΜΟ΄ -ε που είναι σταθερό. 


Άσκηση 7 
Αν μεταξύ των πλευρώνα.β.Υ ενόςτριγώνου ΑΒΓ ισχύει γΞ«/α΄ «β΄ αβ να υπολογι- 


στείη γωνία ο. 

Λύση 

Έχουμε γ΄ Ξ-α΄ «β΄ αβ (1) οπότε γ 5α3 Εβ άρα 
Γ5905. Εφαρμόζοντας το γενικευµένο πυθαγόρειο 
θεώρημα για την αμβλεία γωνία Γ στο τρίγωνο ΑΒΓ 
έχουµε γ΄ Ξα” β΄ «2α:ΓΔ (2). Από (1). (2) έχουµε: 


βΞ2ΓΛ«ΟΤΑ -” «Άρα Α, -50" αφούτο ΑΙ Δτρί- 





γῶνο είναι ορθογώνιο θα είναι [; - 60” και Γ, 120". 


62. Μετρικές σχέσεις σε τυχαίο τρίγωνο 


Παρατήρηση: Το πρόβλημα θα μπορούσε να λυθεί και µε τον νόµο των συνηµιτόνων: 


γ΄ Ξα- «β --2αβσυν!.. 


Άσκηση ὃ 

Δίνεταιτρίγωνο ΑΒΓ με α΄ Ξβ’ «ΕΥ. Να αποδείξετε ότιτο τρίγωνο είναι οξυγώνιο. 
Λύση 

Επειδή α΄ Ξβ/ -ΕΥ΄ (1). είναι αὖ 2β᾽,καια- Σγὁ δηλαδή αΣβκαιαΣγ. Άραη µεγαλύτερη 


- α»β α.β” 5 β” 
πλευρά είναι η α, οπότε: «5 
αγ 


.µεπρόσθεση κατά µέλη παίρνουμε: 
α. γ΄ ΣΥ” 


αβ” «-αγ΄ 2β) ΕΥ Θα(β24Υ”)ΣΡ) ΕΥ καιλόγωτης (1) έχουµε: 


α(β7 «γα 9β ΕΥ 2α”. Άρα Α 90”. 


Άσκησηθ 

Δίνεταιισοσκελέςτρίγωνο ΑΒΙ (ΑΒΞΑΙΓ) καιευθεία 
παράλληλη προς την ΒΙ που τέµνειτις πλευρές ΑΒ. 
ΑΙ στα σηµεία Δ. Ε αντίστοιχα. Να δείξετε ότι 
ΒΕ΄ ΞΕΓ΄ΓΒΓ:ΔΕ. 

Λύση 

Είναι Γ «905, ως γωνία βάσηςτου ισοσκελούς τριγώ- 
νου ΑΡΒΙ. Έστω Λ. Κ οιπροβολές των Δ, Ε αντίστοιχα 
στην πλευρά ΒΤ. Απότο γενικευµένο πυθαγόρειο θεάό- 
ρηµα για οξεία γωνία στο τρίγωνο ΒΓΕ έχουµε: 





κ 
ΒΕ΄ ΞΕΓ΄ΓΒΓ:-2ΒΓΓΚ - ΕΓ΄ -- ΒΓ(ΒΓ -2ΓΚ)- 


Ξ ΕΓ” -- ΒΓ(ΒΓ-- ΚΙ -- ΒΛ) ΞΕΓ΄ ΕΒΓΑΚΞΕΓ΄ -ΕΒΓ:ΔΕ 


(«ΕίναιΒΛλΞ ΚΙ διότιτατρίγωνα ΒΛΔ, ΕΙ Κ εἰναιίσα) 


Άσκηση 10 

Δίνεται κύκλος διαμέτρου ΑΒ και µια χορδήτου ΓΔ/ΑΒ. 
Αν Ἰ είναι ένα σηµείο της ΑΗ να δειχτεί ότι 
ΚΤ΄ΕΚΔ΄ΞΚΑ΄ ΚΕ”, 

Λύση 

Έστω Δτομέσοντου[Δ. Τότε ΟΔ | ΓΔ και[ΓΔδ-2ΙΛ. 
Εφαρμόζουµετο 1’ θεώρημα διαµέσων στοτρίγὠνο ΚΤΛ: 


2 
ΚΔΝΕΚΓ΄ - 2ΚΛ΄ .- 





Μετρικές σχέσεις σε τυχαίο τρίγωνο 63. 


2 
Άρα ΚΔΕΚΓ΄ -2ΚΛ΄ εσπο σ2ΚΔ' Ε2ΓΛ - 


Ξ2(ΚΟ’ «ΛΟ᾽)32(ΓΟ΄ --ΟΛ’)- 2ΚΟ” 42ΛΟ’ «2ΓΟ’--20Λ’ -2(Κο” εκ”) (1) 
Επίσης ΚΑ΄ «ΚΒ΄ -(κ-ΟΚ) -(κ-οκ) -2(κ:-ΟΚ2) (2) 
Από (1). (2) έχουµε ΚΓ2 ΕΚΔ - ΚΑ. ΚΕ2 


Άσκηση 11 
Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ (4 --οϱ») είναι Β--3Γ.Να αποδείξετε ότι β΄ --γ΄ - 2ΡΥ. 
Λύση 

Επειδή Β- 3 και Β-Γ--90) έχουµε Γ:-22,5 και 
Β - 67.5". Φέρνουμε το ύψος ΑΔ και τη διάµεσο ΑΟ. 
Από το δεύτερο θεώρηµα των διαµέσων έχουμε 


β' --γ΄Ξ2-:α:ΟΔ(Ι). Το τρίγωνο ΑΟΓ είναι ισοσκελές 





[Λο - «ΟΥ | Άρα Α, --ἴ--22,5 άρα 0, --45-.Το 


τρίγωνο ΑΟΔ είναι ισοσκελές (ΑΔ, Ξ- ὀ, Ξ45 ).εποµένως ΔΟΞ ΑΔ. 


Έτσιήη σχέση (1) γράφεται: β--γ΄Ξ2:α:ΑΔ(2). 
Όμως σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΙ ισχύει β.γ-α:υ.. 
Τότε η σχέση (2) γράφεται: β/-γ-2.β.Υ. 
Άσκηση 12 

(Θεώρημα ΕΙοεγ) 


Να δειχτεί ότιτο άθροισμα των τετραγώνων τῶν πλευρών ενός τετραπλεύρου είναι ίσο 
µε το άθροισμα τῶν τετραγώνων τῶν διαγώωνίων του αυξημένο κατά το τετραπλάσιο 
τετράγωνο του τµήµατοςπου συνδέειτα µέσα των διαγωνίωντου. 

Λύση 

Εφαρμµόζονταςτο 19 Θεώρημα των διαµέσων στα τρίγωνα 
ΑΒΔ, ΓΒΔ. έχουµε: 


ΒΝ 
2 


ΑΗ’ ΑΔ - 2ΑΝ΄ -- 





(0), 


5 


ΓΔ’ ΕΓΒ΄ Ξ 2ΝΓ΄ -- (2) 





Από(1).(2) έχουµε: 
ΑΒ’ «ΑΔ «ΓΔ 4. ΓΗ) Ξ 2(ΑΝΖ « ΝΓΖ)1-ΔΕ΄ 


64. Μετρικές σχέσεις σετυχαίο τρίγῶνο 


Δ 
Εφαρμόζουµετο 1ο θεώρηµα των διαµέσων στοτρίγὠνο ΑΝΤ και έχουµε: 


2 


ΝΑΖΓΝΓ - 2ΝΜ΄ . (3) 


2 
Από (2). (4) προκύπτει: {ονν Έ } ΔΗ΄ Ξ 4ΝΜ΄ ΓΚ ΑΓ -ΕΔΕ΄ 


Παρατήρηση 

Αν το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο τα µέσα των ΑΓ και ΒΔ συμπίπτουν. 
Άρα(ΜΝζΞ0)καιη παραπάνω πρόταση διατυπώνεται ὡς εξής: 

Το άθροισμα των τετραγώνων των πλευρών ενός παραλληλογράμμου είναι ίσο µε το ά- 
θροισµα των τετραγώνων των διαγωνίων του. 


Άσκηση 139 
. 

Να δειχτεί ότι σε κάθε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ(Α - 90 )ισχύει µ; Ἔμι, εμί - δα 
Λύση 
Αφού Α- 905 ισχύει α΄ ΞΛ” ΕΥ (1) 
Έχουμε 

2β΄ -2γ΄ -α- 2α΄Γ2Υγ΄-β΄ 2α΄2β΄- γ΄ 

2 κ. 2 «τε 2 .. τα --- ------υ-υἷ---- 

μι µῃ .. 4 4 4 

ας ΕΛ” «γ΄ ) 1) 3(2α”) 12 

σσ 4 4. 5 


Άσκηση 14 
Έστω το τετράπλευρο ΑΒΙΛ. Να δείξετε ότι ΑΙ | ΒΔ ανκαιµόνοαν 
ΑΒ΄ ΕΓΔ΄ΞΓΗΕ΄ ΓΑΔ’. 
Λύση 
Έστω Οτο σηµείο τομής των διαγωνίων και Μ το µέσοτου ΒΔ. 
Ευθύ: Αν ΑΓΙΒΔ από το 25 θεώρημα διαμέσων στα τρί- 
γὠνα ΑβδΔκαι ΒΙΓΛ έχουµε: 
ΑΔ΄- ΑΗΒ΄ Ξ-2ΒΔ.:ΜΟ (1) και 
ΔΓ΄-ΒΓ΄ -2ΒΔ.ΜΟ (2) 
Από(1). (2): 
ΑΔ΄--ΑΗ΄ ΞΔΓ΄-ΒΓ 95) ΑΔ ΓΒΓ΄ -ΔΓΣ 4 ΑΗ᾽ 





Αντίστροφο: Έστω ΑΒ΄ «ΓΔ ΞΓΗΒ΄ ΑΔ’. Ὑποθέτουμε ότιΑΔΣ ΑΒ. Έχουμε: 


Μετρικές σχέσεις σε τυχαίο τρίγωνο 65. 


ΑΒ΄ ΓΔ -ΓΗ΄ ΕΝΑΝ «ΓΔ -ΓΗΒ΄- ΑΔ -ΑΒ΄ (1) 
Πρέπει ΓΔ - ΓΕ 509«2ΓΔ ΓΗΣ «9ΓΔΣΤΒ. 


Αν ΑΑ΄ΙΒΔ και ΓΓ’.Ι ΒΔ στατρίγῶνα ΑΡΒδΔ και ΒΓΔ από το 
δεύτερο θεώρηµα των διαµέσων έχουµε: 


ΑΔ΄ -ΑΒ΄ Ξ2ΒΔ.:ΜΑ΄, ΓΔ -ΓΗ΄ Ξ2ΒΔ.ΜΓ’ 
Τότε από την (1) έχουµε: 2ΒΔ.:ΜΑ΄-2ΒΔ.ΜΙ΄ ή 
ΜΑ΄Ξ ΜΓ΄. Άρα Α’ΞΤΓ΄ αφού τα Α. Γ βρίσκονται από το 





ἰδιο µέροςτης µεσοκαθέτου της ΒΔ. Επομένωςτα Α΄, Γ΄ συμπίπτουν στοΌ και ΑΙ Ι ΒΔ. 


Άσκηση 15 

Εκατέρωθεν της πλευράς ΒΙ τριγώνου ΑΒΙ κατασκευάζουμεισόπλευρατρίγῶωνα ΡΙΓΑ 
καιΒΓΕ. Να αποδείξετε ότι ΑΔ΄ ΑΕ’ -α΄ «β΄; «Υ’. 

Λύση 

Στα τρίγωνα ΑΒΙ και ΑΔΕ, η ΑΜ είναι διάµεσος., διότι το ΒΔΓΤΕ είναι ρόμβος 
(ΒΔΞΓΔΞΤΕΞ ΒΕΞ ΒΓ) άρα οι διαγώνιοι διχοτομούνται και τέμνονται κάθετα. 


Εφαρμόζουµετο θεώρηµα των διαµέσων στο ΑΔΕ τρίγωνο. 


2 
ΑΔ ΚΑΕΖ --2ΑΜ2 «ΔΙ (1) 
2 
2 2 2 
Στο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει: ΑΜ΄ - στο Ἡ- (2) 


Ίο τρίγωνο ΒΔΜ είναι ορθογώνιο οπότε 


2 3 
ΒΛΟ --ΔΜ2ΕΒΜ2 «ὸ ΑΜ” -- αὖ . ο. 





2 
Επομένως ΔΕΖ -(2ΔΜ) -4ΛΔΜ΄ - .. Ξ3α΄ (3). 


Η σχέση (1) µετη βοήθεια των (2) και (23) γράφεται: 

22: Γ2γ΄ --α- μα 2β΄ --2γ΄ --α” «-3α΄ 
4 ΄ 2 

Άρα ΑΔ ΓΑΕ΄ -α΄ «β΄ ΕΥ’. 


ΑΔ -ΕΑΕ΄ - Ξ αἱ -- β2 ΓΕ γ2. 


Άσκηση 16 
Δίνεται το οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΙ στο οποίο ισχύει: 
β2 Γ2γ-2α (1) 
α. Να αποδειχθεί ότι μμ” γ (με µρ είναι η διάµεσος προς την 
πλευρά β). 
β. Να υπολογισθεί η προβολή της µ, επίτης πλευράς β. 





66. Μετρικές σχέσεις σετυχαίο τρίγωνο 


Λύση 
α. Σύμφωνα µετο 1ο θεώρημα τῶν διαµέσων έχουµε: 
2 
α΄ ΕΥ’ Ξ 2µβ” ες «5 2α΄ «-2Υ΄ Ξ 4μβ΄ «β΄ 


(1) 
«92 «22 «22 -- 4μβ) -«β; «» 4Υ΄ -- 4μβ΄ ο μβΞΥ 


ῇ. Σύμφωνα µετο α ερώτημα το τρίγωνο ΑΒΜ είναι ισοσκελές µε ΑΔ ύψος, οπότε ΑΔ 
ΑΜ ΑΓ β 


είναικαι διάµεσος. Άρα ΑΜΞ πο. 


Άσκηση 17 
Στην υποτείνουσα ΒΙ ενός ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΙ., θεωρούμετα σηµεία Α και Ε 


5 
τέτοια ώστεβΒδΞΔΕΞΕΓ. Να αποδείξετεότι ΑΔ΄ -ΑΕ΄ - ο8Γ 


Λύση 

Φέρνουµετη διάµεσο ΑΜ του τριγώνου ΑΒΙ. 

Τότε επειδή ΒΜΞΙΜΚαΙΒΔΞΤΓΕ έχουµε: 
ΔΜΞΒΜ-ΒΔΞΙΜ-«ΙΤΕΞΕΜ. 

Άρα η ΑΜ είναι διάµεσος στο τρίγωνο ΑΕΔ. επομένως 


2 
ΑΔ΄ ΓΑΕ΄ -2ΑΜΑ ΣΣ (1) 





ΡΓ 
Επειδή ΑΜ - το. καιΓΕΞΔΕΞΔΒ-Ξ σ- αντικαθιστώ- 


ντας στη σχέση (1) έχουµε: 


2 








ΡΙ᾿ 
2 ο 2 5 
ΑΛ ΞΑΕ΄ -2 τν το ο ου .2ΗΓΟ 
- 2 4 15 9ο 
Δ. ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ 


1. Στο τρίγωνο ΑΒΓ είναι ΑΒ-6οπ, ΑΙ - δοπι και 


ΡΕ] - Ίοπι. Η ΑΜ είναι διάµεσος και το ΑΔ είναι 
ύψος. Το ΔΜ ισούται µε 2 ο]. 
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Α 
2. Στο διπλανό σχήμα είναι ΑΒ - 4οπι. ΒΙ --5οπι και 
το ΑΔ ύψος και η γωνία ΒΑΔΞ 320’. Το µήκος της 
πλευράς ΑΙ σε οπι ισούται µε: 
3 ἴἩ νά Πιν ἵν. νο ν.ν20 
Β Δ Μ 1 


3. Σεισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ -- ΑΓ) είναι Α 590’. Φέρνουμετο ύψος ΒΔ. 
Να αποδείξετεότι ΒΓ΄ -2.ΑΓ.ΓΔ. 
4. Σετρίγωνο ΑΒΙ οιπλευρέςτου είναι: 
ἱ. αξ 4 β-ό ... 
ἥ α-- β-θ  γ-ς6 


Να βρεθεί το είδος των γωνιών του τριγώνου σε κάθε περίπτωση. 


δ.Αν σεένατρίγωνο ΑΗΓΑΗΕΞ2, ΒΕΓ- 1193. ΔΑΓ- ν6 να υπολογίσετετη γωνία Β. 
(Β- 60.) 


6. Να βρεθείτο είδος του τριγώνου ὠςπροςτιςγωνίεςτου αν οιπλευρέςτου είναιαΞ 2κ,. 
β-4κ,Υγζόκ. 


7. Δίνεται ένα τρίγωνο µε Α Ξ1505.. να δείξετε ότι αἱ «Εβ: «ΕΥ: Ξ βγν3. 


δ. Σεισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ - ΑΓ) προεκτείνουµετην ΒΓ κατάτµήµα ΓΔΞΡΒΓ. 
Να αποδειχθεί ότι ΑΔ’ - ΑΓ΄ Γ2ΒΓ”. 


ϱ. Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ - ΑΓ) παίρνουμε τυχαίο σηµείο Δ επί της ΒΓ. Να 
αποδειχθείότι ΑΒ΄ -ΑΔ΄ -ΒΓ.ΓΔ. 


10. Σεκάθετραπέζιο ΑΒΙΔ(ΑΒ//ΤΔ) να δείξετε ὀτιισχύει: 
ΑΓ΄ΕΒΔ΄ΞΑΔ ΕΒΓ΄-Ε2:ΑΒ.ΓΔ' 
11. Δίνονται οι κύκλοι(Κ.. α) και(Λ. 4α)που εφάπτονται εξωτερικά. Να υπολογίσετετο 
κοινό εφαπτόµενο τµήµα αυτών. 


(Απ: 4α) 


12. Αν στοτρίγωνο ΑΗΙ είναι 4μη Ξβ΄ --2α΄ να δείξετε ὀότιτοτρίγωνο ΑΒΓ είναιισοσκελές. 


68. Μετρικές σχέσεις σετυχαίο τρίγωνο 


15, 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


δι 


22, 


Δίνεταιτρίγωνο ΑΒΙ: η διάµεσοςτου ΑΔ και σηµείο Ε στην προέκταση της ΒΙ ώστε 
Β/. : ; 2 2 2 2 

[ες - ο Να αποδείξετε ότι ΑΕΗ΄ -ΑΒ΄ - 3(ΑΓ ΑΔ ) 

Σε τρίγωνο ΑΒΙ φέρνουμε τη διάµεσο ΑΜ. Από το Μ φέρνουμε κάθετη στην ΑΜ 

που τέµνειτην ΑΓ στο Ε. Αν ισχύει ΒΕ΄ «-ΕΓ΄ - 2ΕΑ να δείξετε ότι Α -- 90’. 


Δίνεται κύκλος(Ο. κ) και δύο διάµετροίτου ΑΒ και[Δ. Έστω Μ σηµείο του επιπέδου 
τέτοιο ώστε: ΑΜΞΙ5. ΒΜΞ20. ΤΜΞΖΔ. ἈΝαβρεθείτο µήκοςτου ΑΜ. 


(Απ: ΔΜ -- 7) 
Αν µι,ξ2, µρξβ, µ, Ξ» ναπροσδιορίσετετο είδος του τριγώνου. 
πο 
(Υπ: Χρησιμοποιείστε τους τύπους μς . μῃ : μη και λύστε το σύστηµα π Ξ]Ι6)}) 
μι 25 


Αν τα σηµεία Δ. Ε τριχοτομούν την υποτείνουσα ΒΙ ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΙ; να 


δειχτεί ότι ΑΔ΄ -ΔΕ΄ ΕΕΑ΄Ξ τω 


Αν σετρίγωνοισχύει υ Ξ2νψ2(τ-β)ίτ-γ) τότενα δείξετεότιτ-- 2α. 
(Υπ: Χρησιμοποιείστετον τύπο υ.Ξ το -α)ίτ-β)τ-γ)) 
α 


Δίνεται ισοσκελέςτρίγωνο ΑΒΙ (ΑΒΞ ΑΙ και έστω Δ ένα σηµείοτης ΒΙ. Να δειχτεί 
ότι ΑΒ΄- ΑΔ ΞΗΒΔ.ΔΓΕ. 


Δίνεταιισοσκελές τραπέζιο(ΑΒ//ΤΔ). Να δειχτείότι ΑΓ΄ -ΒΓ΄ - ΑΒ.ΓΔ. 


Αν γιατις βάσεις ΑΒ. ΓΛτραπεζίου έχουµε: ΓΛΔΞ 2ΑΒ να δειχτεί ότι; 
ΑΓ΄ΕΒΔ΄ΞΒΓ-ΕΓΔ΄ ΓΔΑ΄ 
(Υπ: Αποείξτε την πιο πάνω σχέση χωριστά αν οι γωνίες µιας βάσης 
είναι οξείες και χὠριστά αν είναι αμβλείες) 
Στοτρίγὠνο ΑΒΙΓ κατασκευάζουµε εκατέρωθεν της ΒΓ ισόπλευρα τρίγωνα ΒΓΔ και 


ΒΓΕ. Ανισχύει 2ΗΓ3 -- ΑΒ’ ««ΑΓ2 να δείξετεότι ΔΑΕ -905. 
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Ε, “ΤΟ ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ ΟΕΜΑ” 


1. Να δείξετε ότι σε κάθε οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει α΄ «β΄ ΕΥ’ 28Ε”, όπουξη 


ακτίνα του περιγεγγραµµένου κύκλου του τριγώνου. 


2. Σε κύκλο (Ο. Β). θεωρούμε Α τυχαίο αλλά σταθερό σηµείο στο εσωτερικό του και 
κατασκευάζουµετο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΡΒΠΙ. µετην υποτείνουσα ΒΙ να είναι χορδή 
του κύκλου. Αν Μ είναιτο µέσον της μεταβλητής υποτείνουσας ΒΙ και το µέσοντου 
ευθύγραμµου τμήματος ΟΑ. να δείξετε ότι: 

ἱ. ΑΜ ΓΟΜ Ξ- κ; 


π.το μήκος ΜΛ είναι σταθερό 


3. Λίνεταιισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΙ,πλευράςα. Αν Μ εἰναιτυχαίο σηµείο του εγεγγραµέ- 


νου κύκλου του τριγώνου, να δείξετε ότιτο άθροισμα ΜΑΖ «ΜΒ «ΜΓ2 είναι σταθερύ. 


Μετρικές σχέσεις σε κύκλο 





Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΙΤ ΝΟΣΗΕΙΣ ΟΕΟΩΡΙΑΣ 


Θεώρημα! 
Αν οιχορδές ΑΒ και ΓΛ ενός κύκλου ή οιπροεκτάσειςτους, τέμνονται σ' ένα σηµείο Β,τότεισχύει: 


Ρ. ΕΡΤ τα 





Εφαρμογή 1 (αντίστροφοτου θεωρήματος Ι) 

Αν δύο ευθύγραμμα τμήματα ΑΒ καιΓΤΛ ή οιπροεκτάσεις τουςτέµνονται σε ένα σηµείο Ρ 
έτσι ώστε: ΡΑ:ΡΒ ΞΡΓ: ΡΔ, τότετο τετράπλευρο µεκορυφέςτα σηµεία Α. Β. Γ και Δ είναι 
εγγράψιµο. 


Παρατήρηση 1 
Αν το σηµείο Ρ βρίσκεται εντός του κύκλου τότε είναι: | ΡΑ:ΡΒΕ -- Κ2 - δ΄ 


όπου ὃΞ ΟΡ(Ο το κέντροτου κύκλου) και Κη ακτίνα του κύκλου. 


Αν το σηµείο Ρ βρίσκεται εκτόςτου κύκλου τότε: | ΡΑ:ΡΒ -- δ-- κ΄ 


Θεώρημα 
Αν από ένα εξωτερικό σηµείο Ρ κύκλου (Ο.Ε), φέρουμε 
εφαπτόμενο τµήµα ΡΕ και µία ευθεία που τέµνειτον κύκλο 


στα σηµεία Α και Β. ισχύει: | ΡΕ ΞΡΑ ΡΒ 





πο. Μετρικές σχέσεις σεκύκλο 


Εφαρμογή 2(αντίστροφοτου θεωρήματος 1) 

Αν θεωρήσουμε ευθεία εκαιτρία σηµεία της, Α. Β. όπου το σηµείο Ρ βρίσκεται εκτός του 
τμήματος ΑΒ και ένα σηµείο Ε εκτός της ετέτοιο ώστενα ισχύει: ΡΕ-Ξ-- ΡΑ'ΡΒ. τοτμήµα 
ΡΕ είναι εφαπτόµενο στον κύκλοπου ορίζουν τα σηµεία Α. Β, Ε. 


Ορισµός 
Έστω Ρ σηµείο του επιπέδου του κύκλου (Ο.Ε). µε ὃ -- ΟΡ. Η διαφορά δ” - Κ; λέγεται 
δύναμη του σημείου Ρ ὡς προςτον κύκλο (Ο.Ε) και συμβολίζεται Δ' 


Είναι Δοκ) οκ 


Παρατήρηση 2 
Το πρόσημο του αριθμού δ” - Ε΄ καθορίζειτη θέση του Ρ ὥς προςτον κύκλο. 
Συγκεκριµένα: 


(0,Β)᾿ 


α. Αν το σηµείο Ρ βρίσκεται εντόςτου κύκλου είναι: ος 0 
β. Αν το σηµείο Ρ βρίσκεται εκτόςτου κύκλου είναι: ον 0 
γ. Αν το σηµείο Ρ είναι σηµείο του κύκλου είναι: να Ξ0 
ὃ. Αν το σηµείο Ρ συμπίπτει µετο κέντροτου κύκλου είναι: το. Ξ---Κ’ 
Β. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 


Κατηγορία - Μέθοδος 1 


Ασκήσεις που δίνονται κάποια ευθύγραμμα τμήματα και ζητείται ο υπολογι- 
σµός άλλων ευθυγράµµων τμημάτων (εννοείται ο υπολογισμός του μήκους). 

Σε απλές ασκήσεις αυτού του τύπου χρησιμοποιούμε τα θεωρήματα 1 και ΠΠ 
(εφόσον βέβαια τα τμήματα που εμπλέκονται είναι χορδές ή τέµνουσες κύκλου). 
Σε πιο σύνθετες ασκήσεις, σίγουρα εμπλέκονται και άλλα θεωρήματα µετρικών 
σχέσεων (Πυθαγόρειο θεώρημα, θεωρήματα διαµέσων και διχοτόµων 
κ.λ.π.).Τότε, εφαρμόζουμε το κατάλληλο θεώρηµα ή συνδυασμό θεωρηµάτων 
ανάλογα µε την περίπτωση. 











Παράδειγμα 1 

Δίνεται κύκλος (1«.24) και ένα σηµείο Ρ. τέτοιο ώστε βκΚ-Ξ12. Αν η χορδή ΑΒ διέρχεται 
από το σηµείο Ρ και είναι ΑΒ :Ξ42. να υπολογίσετετα ευθύγραμμα τμήματα ΡΑ και ΡΒ. 
Λύση 

Επειδή ΡΚΞ1Ι2 «24.το σηµείο Ρ είναι στο εσωτερικότου κύκλου. 

Οπότε ΡΑ:ΡΕΞΚ”- ΚΡ2 «» ΡΑ:ΡΗ-:- 24” - 122-422. 

ΑνΡΑ «ΡΗΒκαιΡΑξ χτότεισχύει: χΧ:(42-χ)Ξ4322.διότιββΞΑΗ-ΡΑΞ42-χ. 


Άρα χ΄ -42χ--432-0 (1) 
Η διακρίνουσα της (1) είναι : 
ΔΞΓ42-4:432-1764 -Ι728--36. 


Μετρικές σχέσεις σε κύκλο το 


ο ᾱ πο ομ 
2 
Επειδή υποθέσαµε ότιβΑ «ΡΒ θα είναι: 


ΡΑ-Ξ Ιὅ καιΡρη-- 24. 


Άρα Χ 





(Βλέπε καιτη λυµένη άσκηση 2) 


Κατηγορία - Μέθοδος 2 


Σε περίπτωση που στο πρόβλημα εμπλέκονταιτέμνουσες κύκλου ή χορδές χρησιµοποι- 
ούμετα θεωρήματα Ι και Π. Οιπιο σύνθετες ασκήσεις είναι σίγουρα συνδυαστικές 
και γίνεται χρήση και άλλων θεωρηµάτων µετρικών σχέσεων. 

Όταν στην άσκηση εμφανίζεται γινόμενο συνευθειακών σημείων π.χ. ΡΑ:ΡΒ µε, Α. 
Β. συνευθειακά τότεη ευθεία ΡΑΒ ίσως είναι τέµμνουσα κάποιου κύκλου. Αν αυτός 
ὃεν έχει ήδη εμφανισθεί, αναζητούμε κάποιο τετράπλευρο που θα είναι εγγράψιµο. 












Παράδειγμα 2 
Αν η διάµεσος ΑΜ τριγώνου ΑΒΙ τέμνειτον περιγεγραμµένο κύκλο στο Ενα αποδείξε- 


τε ότι: 








2 
α. ΑΜ.ΜΕ- 5 β. ΑΓ΄--ΑΡΒ΄- 2ΑΜ:ΑΕ 
Λύση 
α. ΙσχύειΜΑ:'ΜΕΞΜΙ:ΜΒ (τέµνουσες κύκλου) 
2 
.. 4 


β. Στο τρίγωνο ΑΒΙ εφαρμόζουµετο 1’ θεώρημα 
των διαµέσων και έχουµε 


2 
ΑΓ’ ΑΒ’ - 2ΑΜ” . (2) 





ΒΓ᾽ ΕΒΓ’ 


Απότη σχέση (1) έχουµε: ο 2 Ξ2ΜΑ:ΜΕ (3) 








Απόγις (2) και (2) παίρνουμε: 


ΑΓ΄ ΑΒ -2ΑΜ’ Γ2ΜΑ.ΜΕ «5» 
ΑΓ2Γ ΑΒ2Ζ- 2ΑΜ(ΑΜ ΜΕ) «» ΑΓ2 ΑΒ2- 2ΑΜ.ΑΕ 


4. Μετρικές σχέσεις σε κύκλο 


Παράδειγμα 2 
Ἐστω ΑΑ΄.ΒΒ΄’.ΤΓ΄τα ύψη τριγώνου ΑΒΙ και Η το ορθόκεντρότου. Να αποδείξετε ότι; 
ἱ. ΗΑ' ΗΑ΄ΞΗΡ ΗΡ΄ΞΗΠΙΓ ΗΓ΄ 
Π. ΑΡ:΄.ΑΓ΄ΞΒΡΙ ΒΑ΄ και ΤΑ: ΓΡ΄ΞΓΤΡ ΓΑ΄ 
Ἡ. ΑΤΡ Α ΤΒΡΒΞΑΡΡΤ: ΤΑ 
Λύση 
Ι. Το τετράπλευρο ΑΒ΄Α΄’Β είναι εγγράψιµο διότιη πλευρά 
ΑΒ φαίνεται απὀτις απέναντικορυφές Α΄ καιβΒ΄ υπὀ ίσες 
γωνίες (ορθές). 


Άρα ΗΠΑ: ΗΑ΄ΞΗΒ:' ΗΡ΄ (1) 
Όμοια καιτο τετράπλευρο ΒΙΒ΄Τ΄ είναι εγγράψιµο. 
Άρα ΗΓ:ΗΓ΄ ΞΗΠΗΒΡ:' ΗΡ΄ (2) 


Απόγις (1) και (2) έχουµε 
ΗΠΑ: ΗΑ΄ΞΗΡΒ:ΗΡ΄ΞΗΓ Η΄ 





Π. Απότο εγγράψιμο τετράπλευρο ΒΓΒ΄Τ΄ έχουµε: 
ΑΓ ΑΒΞΑΒ΄ ΑΓ (3) 


Όμοια από τα εγγράψιµα ΑΒΑ΄Β΄ καιΑβΙΑΊΤ΄ έχουµε 
ΓΤΕΒ:ΤΑ΄ΞΤΕ΄ ΤΑ (4) και ΒΑ:'ΡΓ΄ΞΒΑ΄ΒΓ (5) 


Π. Οἱ σχέσεις (3). (4) και (5) γράφονταιισοδύναμα : 


ΑΙ ΑΙ ΒΙ  ᾖΤβ΄ ΑΒ ΒΑ΄ 
«τσ πτ (6, πππταηι (Ὁ, Ὥπττρς (8) 
ΑΒ ΑΗ ΑΓ ΤΑ Ῥ] ΕΙ 


Πολλαπλασιάζουµε κατά µέλη τις σχέσεις 6. 7 και ὃ και έχουµε: 


ο ο κα λα Αλ αρ 
ΑΒ ΑΓ ΒΓ ΑΒ’ ΓΑ΄ ΒΓ 


Κατηγορία - Μέθοδος 3 


Ασκήσειςπου ζητείται να δείξουμε ότι ένα τετράπλευρο είναι εγγράψιµο. 

Έστω ΑΒΙΛτο ζητούμενο τετράπλευρο και Κτο σηµείο των διαγωνίων του ή οποι- 
οδήποτε σηµείο εκτός του τετραπλεύρου. Αρκείνα δείχνουµεότι ΚΑ:ΚΕΞΚΙ:ΚΔ 
Η μέθοδος αυτή συμπληρώνειτις σχετικές µεθόδουςπου σχετίζονται µετα εγράψι- 
μα και εγγεγραμμένα τετράπλευρα. 











Παράδειγμα 4 

Από ένα σηµείο της κοινής χορδής ΑΒ δύο τεμνόμµενων κύκλων φέρνουμε δύο ευθείες. 
Η µία τέμνει τον ένα κύκλο στα Γ και Δ και η άλλη τον άλλο κύκλο στα Ε και Ζ. Να 
αποδείξετε ότιτα σηµεία Γ.Δ. Ε και 7, ορίζουν εγγράψιµο τετράπλευρο. 


Μετρικές σχέσεις σεκύκλο τς. 


Λύση 

Έστω Κτο σηµείο της κοινής χορδής ΑΒ. τότεισχύουν: 
ΚΑ:ΚΒΞ ΚΙ ΚΔ (1) 

(θεωρ. τεμνουσών στον 195 κύκλο) 
και ΚΑ:ΚΕΒΞΛΚΕ: ΚΣ (2) 

(θεωρ. τεμνουσών στον 2’ κύκλο) 

Απόγτις(1) και(2) παίρνουµε: ΚΓΤ:'ΚΝΞΚΕ: ΚΖ. 

Άρα το τετράπλευρο ΤΕΔΖ είναι εγγράψιµο. 





1. ΛΑΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Ασκηση 1 
Η προέκταση της διαμέσου ΑΜ τριγώνου ΑΒΙ τέμνειτον περιγεγραμµένο κύκλο του 
στο σηµείο Δ. Να υπολογίσετετο µήκοςτου ευθύγραµµου τμήματος ΔΜ συναρτήσει 
των πλευρών του τριγώνου. 

Λύση 

Αφούη ΑΜ είναι διάμεσοςισχύει ΒΜΞΛΜΠΙ. 


ΑκόμαισχύειΑΜ:ΜΔΞΜΗΒΗ:'ΜΙ οπότε: 





α α 
ΜΑ: ΜΒΜΕΓ 22 α 
ΑΜ μ, 4µ, 
2 2 . 2... 2 
Επειδή μι ο. έχουμε: 


4 


2 
α 


292β’ -«2Υ’ --α) 


ΜΔ 


Άσκηση 2 

Σεκύκλο (Ο.Ε) θεωρούμε µια χορδή ΑΒΞα και εκτός 
του κύκλου φέρνουμε την ηµιευθεία Βχ κάθετη στην 
ΑΒ. Επίτης Βχ θεωρούμετο ευθύὐγραμμοτμήμα βΓα 
και φέρουμε ένα εφαπτόµενο ευθύγραμμο τµήµα ΓΔ στον 
κύκλο. Αν ισχύει ΓΛΔλ-2α.να εκφράσετετην ακτίνας 
συναρτήσειτουα. 

Λύση 

Έστω Ε το σημείο που τέµνειη ΓΒ τον κύκλο. Η εγγεγραμµέ- 
νη γωνία ΑΒΕ είναι ορθή. Επομένως η ΑΕ είναι διάµετρος 
του κύκλου 

[σχύειΓΒ:ΓΕΞΙΔ2. Σύμφῶνα µετα δεδοµένα παίρνουμε: 





76. Μετρικές σχέσεις σε κύκλο 


α:.(α--ΒΕ)Ξ4α” δηλαδή α-βΒΕ-θδα «» 
ῬῆΓ--δα-α «» ΒΕ -2α. 
Από το πυθαγόρειο θεώρημα στο τρίγωνο ΑΒΕ παίρνουμε: 


ΑΒ2ΒΕΖ- ΑΒΣς«5 α29ᾳ2-4β2ε» Κ- 





ανΙ0 
ο 


Άσκηση 3 

Θεωρούμε µία γωὠνία χοψ και δύο σηµεία Α. Β της πλευράς ΟΧ. Να προσδιορίσετε 
σηµεία, Δτηςπλευράς ΟΥ τέτοια, ὠστεναισχύει ΟΑ ΟΒΞΟΙ ΟΔ. 

1Η 4{ύση 

Από το Α φέρνουμε την κάθετη προςτην ΟχΧπου τέµνειτην ΟΥ στο[. 

Επίσης από το Β φέρνουμε την κάθετη στην ΟΥ που την τέμνει στο Δ. 

Το τετράπλευρο ΑΒΔΓ είναι εγγράψιµο σε κύκλο γιατί Α-Λ.-- 180: Ἑπομένως τα σηµεία 
Γ, Δ είναι αυτά που ζητάμε. 





2ή 4ὐσή 
Γράφουµε κύκλο που διέρχεται απότα Α. Β. Αυτόςτέμνειτην ΟΥ στα σηµεία 1; Δπου είναι 
τα ζητούμενα. 


Άσκηση 4 
Απότο σημείο Μ εκτός κύκλου(Ο. Β) φέρνουμε ένα εφαπτόµενο ευθύὐγραμμοτμήµα ΜΑ 
καιτην τέµμνουσα ΜΡΒΙ του κύκλου. η οποία διέρχεται από το κέντροτου. Αν η κάθετη 
απότο Ἠπροςτη ΜΒ τέµνειτην ΑΙ στο σηµείο Δνα αποδείξετε ότι: 
ΑΓ.ΓΑΞΜΙΓ” -ΜΑ’. 
Λύση 
ΜΓΣ - ΜΑ:ΞΜΙ-ΜΒ.ΜΙΓΞΜΓ:(ΜΓ-ΜΒ)ΞΜΙ:ΒΙ. 
Επομένως πρέπεινα αποδείξουµεότι ΜΙ ΒΙ ΞΑΓ:.ΤΛ (1) 
Όμωςτα τρίγωνα ΜΙΑ και ΑΙΒ είναι όμοια (είναι ορθογώνια και έχουν τη γωνία Γ κοινή 
ΑΓ ΒΓ 


άρα και Β, -- Δ). Επομένως ισχύει ΜΕ τ-- Τλ Και συνεπώς ΜΙ ΒΙΓΞΑΙ ΤΑΔ 


Μετρικές σχέσεις σεκύκλο α. 


Σηµείωση 

Για την ισχύ της σχέσης (1) θα μπορούσαμε να επικαλε- 
στούµε την εγγραψιµότητα του τετραπλεύρου ΑΒΜΔ 
(Α-ΓΜ.:-- ο0ῦ -- ου -- 1500) 





Άσκηση 5 
Αν Η είναι το ορθόκεντρο οξυγωνίου τριγώνου ΑΒΙ. να υπολογιστεί το ευθύγραμμο 
τµήµα ΑΗ συναρτήσει τῶν πλευρών τουτριγώνου. 
Λύση 

Το τετράπλευρο ΓΛΗΕ είναι εγγράψιµο. 

Ἆρα ΑΗ:ΑΔΞΑΕ ΑΙ. 

Επίσης η γωνία Α είναι μικρότερη από 900, επομένως είναι: 


2 2 2 
Εγ΄--α 
ο. «5 


α ΞΛβ᾽ ΕΥ -2β:ΑΕ«5 βΑΕΞ . 





2 2 ΄ 
--- ας 
.ν ΑΓΙΑΡ. ῥ Τγ τα 


το ο. ἳ α.(β” γ΄ --α- 
Τότε οκ, αι μη 
ΑΔ Αψτίτ-α)ίτ-β)ίτ-γ) 


αφού για το ύψος ΑΛ ισχύει: Χλς-Ξ τ(τ--α)(τ--β)(τ--γ) 
α 


Άσκηση 6 
Δίνεται ρύόμβος ΑΒΙΛ και στην προέκταση της µεγαλύτε- 
ρης διαγωνίου ΑΙ προςτο Α σηµείο Μ. 
Να δειχθείότι ΜΑ: ΜΓ- ΜΔ΄- ΑΔ’ 
Λύση 
Γράφουµε κύκλο µε κέντρο Β και ακτίνα ΒΑ και φέρνουμετο 
ΜΕ εφαπτόμενο τμήμα τότεισχύει : 

ΜΑ:ΜΓΞΜΕ΄᾽ (1) 
Το τρίγῶνο ΜΕΒ είναι ορθογώνιο άρα ΜΕΖΞΜΒ΄-ΒΕ”. 
Επίσης ΜΒΞ ΜΔ αφού Μ ανήκει στη µεσοκάθετοτου ΒΔ και 
ΒΕΞΒΑΞΑΔ. 
Επομένωςη (1) γράφεται ΜΑ :ΜΓΞΓΜΔ”- ΑΔ’ 





Ἴδ. Μετρικές σχέσεις σε κύκλο 


Άσκηση 7 
Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΙ και σηµείο Τ επίτης ΒΙ. Αν οιπεριγεγραµµένοι κύκλοι 
τωντριγώνων ΑΒΊΤ και ΑΙ Τ τέµνουντις ΑΙ και ΑΒ αντίστοιχα στα σηµεία Μ και Ν.να 
δειχθεί ότιτο άθροισμα ΒΝ ΓΙΓΜ είναι σταθερό. οποιοδήποτε σηµείο της βάσης ΒΙ κι 
αν είναιτο Τ. 
Λύση 
ΟιΝΑ. ΤΙ είναι χορδέςτου περιγεγραμµένου κύκλου του 
τριγώνου ΑΤΙΓ που τέμνονται στο Β καιοι ΜΑ. ΤΗ είναι 
χορδέςτου περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου ΑΒΤ 
που τέμνονται στο. 
Επομένως ισχύουν : 

ΒΝ:ΒΑΞΒΡΤ:ΒΙΓ (1) και 

ΓΜ ΤΑΞΙ ΤΙΤΡ (2) 
Προσθέτονταςτις (1) και (2) κατά µέλη και επειδή είναι 
ΑΒΞΑΙΓΞλενώβΒΓξα φτάνουμε στη σχέση: 

λ(ΒΝΓΓΜ)-α:(ΒΤ.ΓΤ) «ϱ» λΛ(ΒΝ ΓΤΜ)- αγ 
2 

Ἐπομένως ΒΝ ΓΤΜΤΞ . που είναι σταθερό. 





Άσκηση ὃ 

Θεωρούμε κύκλο (Ο. Β). µία διάµετρο του ΑΒ και σηµεία ΙΤ και Δ επίτης ΑΒ τέτοια 
ὥστεο! ΞΟΔΞδ. Αν Ρ είναιτυχαίο σηµείοτου κύκλου (Ο. Β) και Ε. Ζὔ,τα σηµεία τοµής 
των ΡΙ και ΡΔ µετον κύκλο. αντίστοιχα. να αποδείξετε ότι: 











Κ΄ --δ' ιδ, ΓΡ ΔΡ 
α. ΛόΞ και ΓΕ --ν 3 . τι Ἔκ---Ξ σταθερό 
ΓΡ ΓΕ ΔΖ 
Λύση 
α. Είναι: ΔΖ:ΔΡΞ ΔΕ :ΔΑΞ(Κ -δ)(ΚΓδ)ΞΚ΄- δ2 
ρω 2 
οπότε ΔΖΞ - (1) 
ΔΡ 


Επίσης είναι : 
ΓΕ:ΓΡΞΑΓ:ΓΒΞ(ΕΚ -δ)(Κ --δ)Ξ Κ”- δ) οπότε 


























2 2 
ασ ο Ὁ 
ΓΡ 
β. Σύμφωνα µετις σχέσεις(1) και(2)του πρώτου ερωτήµατος έχουµε 
19 ΔΡ. ΓΡ κ ΔΡ ΓΡ’ . ΔΡ΄ ΤΡ’ ΔΡ’ 
ΡΕ Δ7Ζ κ΄-δ' κ΄-σδ κ΄-δ κ’΄-δ κ΄-δ' 
ΓΡ ΔΡ 


2 


1Δ 
Όμως είναι ΓΡ -- ΔΡ; - 20Ρ2 ση, Ξ2Κ΄ --2δ’ . διότι η ΟΡ είναι η διάµεσος στο 


2 2 
τρίγωνο ΓΔΡ. Συνεπώς τε -- - ου... .που είναι σταθερό. 


ΔΖ Ε2-5δ 


Μετρικές σχέσεις σε κύκλο πο. 


Άσκησηθ 
Από σηµείο Ρ εκτός κύκλου φέρνουμε εφαπτόµενη ΡΑ και τυχαία τέµνουσα ΡΒΙ του 
κύκλου. Να αποδειχθούν : 
2 
α. Το τρίγώνο ΡΑΗΒ είναι όμοιο μετοΡ/{Α β. -- -- -. 
ΑΓ΄ ΡΓ 





Λύση 
α. Τα τρίγῶνα ΡΑΒ καιΡΓΑ είναι όµοια διότι έχουν : 


Ρ-Ρ (κοινή γωνία). 


ΡΑΓ- ΑΒΓΓω (γωνία υπό χορδής και εφαπτόμενης ισούται 
αντίστοιχη εγγεγραμµένη γωνία) 
β. Αφού τατρίγὠνα ΡΑΒ καιΡ[ΓΑ είναι όμοια προκύπτειη αναλογία 
ΡΒ ΑΒ ΡΑ 
ΡΑ ΑΓ ΡΓ 
από όπου παίρνουμε ΡΑ2ΖΞΡΒ 'ΡΙ οπότε 


ΑΒ} (28}. μμ  ΡΒ 
ΑΙ. ΡΑ ΡΑ΄ ΡΒ.ΡΓ ΡΓ 


Άσκηση 10 
Θεωρούμε κύκλο(Ο. Κ) και µία διάµετροτου ΑΒ. Γράφουμε χορδή ΓΔτου κύκλουπου 











τέµνειτην ΑΒ στο σηµείο Ε έτσι ώστελΕΓ --45.. 
Να αποδείξετε ότι: 
ΑΕ: ΕΒ Γ2Ο0Ο72-Κ). όπου Ζηπροβολήτου Οστη [Δ. 
Λύση 
ΙσχύειΔΕ.ΕΒΞΓΚΕΖ- ΟΕ” δηλαδή 
ΑΕ: ΕΡΓΟΕΖΞΙΚ2 (1) 
Το τρίγωνο ΕΖΟ είναι ορθογώνιο καιισοσκελές, επομένωςισχύει 
ΕΖΞ 20 καιαπότο πυθαγόρειο θεώρημα είναι 
ΟΕ: ΞΗΖ ΕΖΟ:- 220”. 
Άρατη (1) γίνεταιΑβΕ:ΕΒ Γ2207ΞΚ”. 





Άσκηση 11 
Αν Μ είναι το μέσον της πλευράς ΒΙ οξυγώνίου τριγώνου ΑΒΙ και ΒΛ το ύψοςτου. να 
αποδείξετεότι ΑΜ΄ Ξ ΒΜ΄ ΞΑΔΑΓ. 

Λύση 

Ο κύκλος µε διάµετρο ΒΙ (δηλαδή µεκέντροτο μέσον Μτις ΒΙ. 
και ακτίνα στ) τέµνειτην πλευρά ΑΓΙ στο Δ διότι ΒΛΙ -- οῦ» 


και αναγκαστικά το Δ ανήκει στον κύκλο διαμέτρου ΒΙ.. Τότε 


ΒΓ 
ΑΔ.ΙΑΓΞ ΑΜ΄- ΕΞ ΑΜ΄- ΒΜ΄ (διότι Ε- τη ΒΜ ). 





Άρα ΑΜ΄ - ΑΔΑΓΙΒΜ΄. 


δ0. Μετρικές σχέσεις σε κύκλο 


Άσκηση 12 
Δίνεται κύκλος(Ο. Ε) διαμέτρου ΑΒ. Δύο χορδέςτου ΑΙ και ΒΛτέμνονταιστο Ε (ΕΚ εσωτε- 
ρικότου κύκλου). να δείξετεότι ΑΕ:ΑΙ-ΒΕ.ΒΔΝΞ ΑΗ΄ 
Λύση 

Από το Ε φέρνουμε ΕΗ κάθετη στην ΑΒ. Φέρνουμε επίσης τις 
χορδές ΑΔ και ΒΙ. Το τετράπλευρο ΑΔΕΗ είναι εγγράψιµο 
(ή, --ᾱ --οϱ”). Άρα ΒΕΒΔ-ΒΗΒΑ. (1) 

Το τετράπλευρο ΒΓΕΗ είναι εγγράψιµο ᾖ, --- 90» ]. Άρα 
ΑΕΑΓΞ ΑΗΑΡ ᾖ(2) 

Προσθέτουμε κατά µέλητις (1) και(2) και έχουµε: 


ΑΗ.ΑΙ -- ΒΕΗ.ΒΔ-- ΑΠ.ΑΗΓ ΒΠΗ-ΑΗ -- (ΑΗ Ἔ ΒΗ)}ΑΒ Ξ ΑΒ:.ΑΒΞ ΑΕ’. 





Άσκηση 139 

Ἠστωτρίγῶωνο ΑΒΙ μεΑΒΞΊΙΙ.ΑΙΓ 509. ΒΙ Ξ10 και ΓΗ ύψοςτου. Να υπολογισθείη 
δύναμη του σημείου Α ὡς προς τον περιγγεγραμµένο κύκλο του τριγώνου ΒΙ Η. 

Λύση 


Η γωνία Η είναι εγγεγραμµένη στον κύκλο και ορθή. Ἐπομέ- 
νως βαίνει σε ημικύκλιο. οπότεη ΒΙ είναι διάµετρος, που ση- 


μαίνει κΞ»5. Ὥστω Λίο) η δύναμη του σημείου Α ὠςπροςτον 
κύκλο (Ο. Β). 
Είναι Δίο) -δ΄ --Κ΄ (όπου δΞ ΑΟ). 





Δ 
Στοτρίγῶνο ΑΒΙΤ η ΑΟ είναι διάµεσος, οπότε σύμφωνα µετον 
τύπο που µας δίνειτη διάµεσο συνάρτησει των πλευρών του τριγώνου έχουµε: 


2ΑΒ’ «2ΑΓ2-ΒΓ 21214281 --1 
ΑΟ’ -----ο---υ͵σ-ᾱ 
Οπότε Δ(οκ)Ξδ΄ -Κ΄ Ξ76-25-5ι 
Δ. ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


1. Στο διπλανό σχήμα είναι ΣΑ Ξ2οπι,ΣβΞ0Όοςπι, ΣΔΞ όσπι. Για 
να είναι ομοκυκλικάτα σηµεία Α.Τ,Β καιΔτοΓ»Σπρέπεινα 
ισούται µε: 

6 6.9 2.6 |. 


Α. -- ' . 
9 2 2 





Μετρικές σχέσεις σεκύκλο δΙ. 


Στο διπλανό σχήµα είναι ΟΓΞ 4οπι, ΟΔΞ 3οπικαι 


Α 
ΟΒΞ πο Ξχ. Ητιμήτουκ.είναιίση µε2οτ. Είναιη παρα- 


πάνω πρόταση σωστή ή λάθος; 





.Αν δύο χορδές κύκλου τέμνονται σε µέρη ανάλογα, να αποδείξετε ότι είναι ίσες. 


.Σε κύκλο (Ο. Κ) είναι εγγεγραμμένο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΙ(ΑΒΞ ΑΙ). ΑπότοΑ 
φέρνουμε τυχούσα ευθεία η οποία τέμνει την ΒΙ στο Δκαιτον κύκλο στο Ε. Να 
δείξετε ότι: 

α. ΔΑΒ΄Γ- ΑΔ:ΑΕ 

β. Ο κύκλοςπου διέρχεται από τα σηµεία Β. Δ, Β εφάπτεται στην ΑΒ. 


.Σε Κύκλο ακτίνας Κ-Ξ Ι5 οπι θεωρούμε σηµείο Ι που απέχει από το κέντροτου κύκλου 
10 οπι. φέρνουμε χορδή ΔΒ που διέρχεται από το [ έτσι ώστενα είναι ΑΙ Ξ2ΓΒ. Να 


βρεθεί το μήκος τῆς χορδής. 


.Κυρτό τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο. Αν οιπροεκτάσεις των πλευ- 
ρών του ΑΒ και ΤΑΔ τέμνονται στο Ρ και ΡΑ Ξ Όσοπι, ΡΒ -- 1θοπι και ΡΙ Ξ 15οπ1, να 
υπολογιστεί η πλευρά ΤΔ καιη εφαπτόµενη ΡΣτου κύκλου. 


. Θεωρούμε κύκλο (Ο. Ε). µία σταθερή διάµετρο του ΑΒ και µία σταθερή ευθεία (ε) 
κάθετη στην ΑΒ. Αν η ευθεία (ε) τέμνει τυχαία χορδή ΑΙ του κύκλου στο σηµείο Σ.να 
αποδείξετε ότιτο γινόμενο ΑΣ: ΑΙ είναι σταθερό. 


. Αν Η είναι το ορθόκεντρο οξυγωνίου τριγώνου ΑΒΙ µε ύψη ΑΔ. ΒΕ και ΓΖ να 
αποδειχθούν: 

απ Ἡ υ  οτ Ευ 

ρα ο πμ ο ο. 


1 
πω Εμ ο ο. ο. 5 απ) 


β 


.Σε κύκλο (Ο.Β) θεωρούμε τη χορδή ΑΒ. Σηµείο Ρ μετακινείται πάνω στη χορδή. Η 
δύναμη του σημείου Ρ ὥς προςτον κύκλο γίνεται μέγιστη όταν: 

α. το Ρ είναι ένα από τα άκρα Α και Β. 

βῇ.το Ρ είναι µέσοτης ΑΒ. 

γ. οποιοδήποτε σηµείο τής ΑΒ. 

ὃ.το Ρ διαιρείτο ΑΒ σε µέσο και άκρο λόγο. 

ε. κανένα απὀ τα παραπάνω. 


δ2. Μετρικές σχέσεις σεκύκλο 


10. Δίνεται κύκλο. µε κέντρο Κ και ακτίνα 2θοπι. Ένα σηµείο Α απέχει απὀ το κέντρο 
Κ. 52οπι. Από το Α φέρνουμε εφαπτόµενο τµήµα ΑΒ προςτον κύκλο. Να υΌπολο- 
γίσετετο τµήµα ΑΒ. 


11. Δύο κύκλοι(κ. ϱ) και(Δ. ΕΚ) εφάπτονται εξωτερικά στο σηµείο Α. Από τυχαίο σηµείο 
Μ του πρώτου φέρνουμε εφαπτομένη ΜΒ στον δεύτερο κύκλο. Να αποδείξετε ότι: 


ΜΕ κ 
τε η[-. -- 
ΜΑ ἷ ρ 


12. Από σηµείο Δπλευράς ΒΙ, τριγώνου ΑΒΙ φέρνουμε κάθετη προςτη διάµετρο ΑΟΖ 


του περιγγεγραμµένου κύκλου του τριγώνου. Να απὀδείξετε ότι: ΑΒ΄ ΚΑΓ΄ - 4Ε:ΑΕ 
(όπου Κ η ακτίνα του περιγγεγραμµµένου κύκλου). 


13. Αν Μ μέσον της πλευράς ΒΙ τριγώνου ΑΒΙ καιΒΕ το ύψοςτου. να αποδείξετε ότι͵ αν 


Α «909 τότε ΜΑΖ2Ζ- ΜΗ2 --ΑΕ.ΑΓ. 


14. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΙ καιη διχοτόµοςτου ΑΔ. Οιπεριγγεγραμµένοι κύκλοι των τρι- 
γώνων ΑΒΔ και ΑΙΓΔ τέµνουν τις ΑΙ και ΑΒ στα σηµεία Ε και Ζ αντίστοιχα. Να 
δείξετε ότιΒΖΞΤΕ. 


15. Σετρίγὠνο ΑΒΙ. τα µέσα των πλευρών ΑΒ και ΑΙ; Μ και Ν.το βαρύκεντρο ὃκαιη 
κορυφή Α είναι ομοκυκλικά(ΑΜΟΘΝ εγγράψιµο). Να αποδείξετε ότι β” . γ; -2α΄. 


Ε, “ΤΟ ΞΕΧΟΡΙΣΤΟ 9ΟΕΜΑ” 


1. Σετρίγῶωνο ΑΒΓ ισχύει 24 - β2  γ). Αν Μ είναι το βαρύκεντρο του τριγώνου. να 


δείξετε ότιο κύκλοςπου διέρχεται από τα σηµεία Α. Μ. Β εφάπτεταιτης ΒΙ στο β. 


αν 1 α΄ 


(Υπ: Θεωρούμε τη διάµεσο µ,- ΑΔ. Τότε μ,-... ο ΔΜ:ΔΑΞ άἨο μι, ο. ΞΔΗΕ΄) 
2. Δίνεται κύκλος (Ο. Κ) µε διάµετρο ΑΒ και ΙΤ τυχαίο σηµείο του. Θεωρούμε την 
προβολή Ατου σημείου Ι στην ΑΒ και κατασκευάζουµεκύκλο(1. ΓΛ).πουτέµνειτον 
κύκλο (ο. Κ) στα σηµεία Μ και Ν. Να αποδείξετε ότιη ΜΝ διχοτοµείτοτµήµα [Δ. 
(Υπ: Δικαιολογείστε ότιτο ΚΛΟΔ είναι εγγράψιµο. 


ΓΓ΄ ΝΓ 
Τότε ΓΚ. ΓΑ ΞΤΛ ΡΟ: Τλη ο το 





Μετρικές σχέσεις σε κύκλο 


δ2. 


3.Σε οξυγώνιοτρίγῶνο ΑΒΙ φέρνουµμετα ύψη ΑΔ. ΒΕ.που 
τέμνονται στο Η. 


Να αποδείξετε ότι: ΑΕΞΒΡΗ ΡΕ ΓΑΗ ΑΛ 


(Υπ: ΑΗ2Σ- ΑΙΓ2 ΓΒΙΓΖ- 2ΒΓ:ΤΔ. ΑΗΒΔΕ εγγράψιµο (;) ΒΤ. 


ΙΔΞΑΙ: ΤΕ. Άρα: 
ΑΒ΄Ξ ΑΓ ΓΒΓ: -ΒΓΓΔ-ΒΓ:ΓΑΛΞ ΑΓΖ ΓΒΓ -ΒΓ. ΤΑ - ΤΑ. ΤΕ - 


ΒΓ.:(ΒΓ -ΤΔ) ΓΑΙΓ (ΑΓ - ΓΕ). 
Το τετράπλευρο ΤΕΔΗ είναι εγγράψιµο () ΑΓ :ΑΕ ΞΑΔ:ΑΗ, ΒΓ: ΒΔΞΡΒΡΕ : ΒΗ) 








Εμβαδά επιπέδων σχημάτων 





Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 


Ορισµός 1 
Πολυγωώνικό χωρίο ονομάζουμε κάθε πολύγωνο µαζί µετα εσωτερικάτου σηµεία. 


Ορισµός 2 
Εμβαδόν ενός πολυγωνικού χωρίου 5 ονομάζεται ο θετικός αριθµόςλ όπου ΦΞλ'σκαισ 
ένα άλλο πολυγωνικό χωρίο, το οποίο λαμβάνουμε ὡς µονάδα μέτρησης. 
Το εμβαδόν ενός πολυγώνου. π.χ ενός τριγώνου ΑΒΙ συμβολίζεται(ΔΑΒΙ)Μή ΕΙ. 
Ορισµός 3 
Ίσα πολυγωνικά χωρία ονομάζονται τα χωρία που έχουν ίσα αντίστοιχα πολύγωνα. 


Ορισµός 4 
Ισοδύναμα ή ισεµμβαδικά ονοµάζονταιτα σχήµατα που έχουν το ίδιο εμβαδόν. 
Δύο ισοδύναμα σχήματα έχουν την ίδια έκταση χωρίς να έχουν την ίδια µορφή. Εννοείται 
ότι δύο ισοδύναμα σχήματα δεν είναι απαραίτητο να είναι ίσα 


Αξίωµμα 1 
Ίσα πολυγωνικά χωρία έχουν ίσα εμβαδά. 


Αξίωμα 2 
Αν ένα πολυγωνικό χωρίο χωρίζεται σε πεπερασµένου πλήθους πολυγωνικά χωρία, που 
ὃεν έχουν κοινά εσωτερικά σηµεία, τότε το εμβαδόν του ισούται µε το άθροισμα των 
εμβαδών των επιµέρους πολυγωνικών χωρίων. 


Αξίωµα 3 
Το εμβαδόν ενός τετραγώνου πλευράς ]μονάδας είναι Ιτετραγα- 
νική µονάδα. 


Θεώρημα 1 
Το εμβαδόν ενός τετραγώνου πλευράς α είναι αἲ, δηλαδή Ε-α”. 





δδ. Εμβαδά 


Θεώρημα 2 
Το εμβαδόν ενός ορθογωνίου ισούται µε το γινόμενο 
των πλευρών του. δηλαδή 


Β  αὖ 


Θεώρημα 3 

Το εμβαδόν ενός παραλληλογράμμου ισούται µε το 
γινόμενο µίας πλευράςτου επίτο ύψοςπου αντιστοιχεί 
στην πλευρά αυτή, δηλαδή 


Θεώρημα 4 

Το εμβαδόν ενός τριγώνου είναι ίσο µε το ημιγινόµενο 

µιας πλευράς του επίτο αντίστοιχο ύψος, δηλαδή 
1 1 ν 
3 2 


Θεώρημα 5 
Το εμβαδόν ενός τραπεζίου ισούται µετο γινόμενο του 
ημιαθροίσµατος των βάσεών του επίτο ύψοςτου., δηλαδή 











Θεώρημα ό 


Το εμβαδόν ενός τετραπλεύρου µε κάθετες διαγώνιες ισούται ὐαια ο. 


με το ημιγινόµενο των διαγωνίων του, ὁηλαδή 





Εμβαδά δο, 


Πόρισμα 1 
Το εμβαδόν ορθογωνίου τριγώνου ισούται µε το ημιγινόµενο 
των κάθετων πλευρών του, δηλαδή 


γ α 
ΕΞ 2Ρ:Υ 
β 
Πόρισμα 2 
Το εμβαδόν ισοπλεύρου τριγώνου πλευράς α δίνεται απὀ τη 
σχέση : α ο 





Πόρισμα ὃ 


Το εμβαδόν ενός ρόµβου ισούται µε το ημιγινόµενο των δια- 


γωνίων του, δηλαδή : ο.» 





Πόρισμα 4 
Το εμβαδόν ενός τραπεζίου ισούται µετο γινόµε- 


νο της διαμέσου επίτο ύψοςτου, δηλαδή είναι 
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ΡΕ. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΟΝ 


Κατηγορία- Μέθοδος 1 


Ὑπολογιστικές ασκήσεις. Ασκήσεις δηλαδή που µας ζητούν να υπολογίσουμε το 
εμβαδόν ενός σχήματος. Απλή εφαρµογή των τύπων της θεωρίας. 








Παράδειγμα 1 


Να υπολογιστείτο εμβαδόν τριγώνου ΑΒΙΠ,ότανβ[Γ-α. Γ -- 300 και Β --450. 
Λύση 

Θεωρούμε τοτρίγὠνο ΑΒ, στο οποίο φέρουμε το 
ύψος ΑΔ. Το τρίγωνο ΑΔΗ είναι ορθογώνιο µε 
Β-- 450 και Αι -45δὺ ,οπότετοτρίγωνο ΑΔΒ είναι 
ορθογώνιο καιισοσκελές. Άρα ΑΔΞ ΒΔ. 

Στο τρίγὠωνο ΑΔΓΙ είναι Τ Ξ- 306 οπότε ΑΙ -- 2ΑΔ. 
Απο το [1.9 στο ΑΔΙ παίρνουμε: 

ΑΓΖΞΑΔΖΓΔΙΓΖ ή (2ΑΔ)ΞΑΔΥΓΔΓΣ «» 


4ΑΛΖ- ΑΛΖΓΛΓ2Ε5 ΔΓΣ-3ΑΑΔΣ«ΛΓΓ- ΑΛΜΑ. 








ΕίναιΒΓΞΓΒΔ4ΔΓ 5 α-ΑΔ{ΑΔν2 5 ας! }ΑΔ «5 ΑΔ. 


ο. 


α α 


1 
πας 211.93) 





Επομένως (ΑΡΒΓ)Ξ 5 ΑΔ ΒΙΞ 


Κατηγορία - Μέθοδος 2 


Όταν µας ζητούν να δείξουµε ότι δύο πολυγωνικά χωρία είναι ισοδύναμα ή να δεί- 
ἔουμε µια σχέση μεταξύ των εμβαδών δύο πολυγωνικών χωρίων: 









α. Χωρίζουμετα πολυγωνικά χωρία, των οποίων ζητείταιτο εμβαδόν σε επιµέ- 
ρους τμήματα και προσπαθούμε να βρούμε σχέση μεταξύ των εμβαδών αυτών 
των τμημάτων. Για ευκολία μπορούμε να συμβολίζουμε µε όµοια γράμματα τα 
ισοδύναμα χωρία. (βλέπε παράδειγµα 2). 









β. Βρίσκουμε. αν υπάρχουν κοινά πολυγωνικά χωρία και αποδεικνύουµε, ότιτα 
µη κοινά τους χωρία είναι ισοδύναμα. (βλέπε παράδειγµα 3) 





γ. Χρησιμοποιούμετις επόµενεςτρεις βασικές προτάσεις 
1. Αν ΑΜ διάμεσοςτριγώνου ΑΒΙ τότε:(ΑΒΜ)Ξ(ΑΜΙΤ) δηλαδή 
ότιη διάμεσος τριγώνου το χωρίζεισε δύο ισοδύναμα τρίγωνα. 
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2. Η διαγώνιος παραλληλογράμμου το χωρίζει σε δύο ισοδύνα- 
μα τρίγωνα. 


3. Κάθετρίγῶνο µεκορυφή σε ευθεία παράλληλη προςτη βάση. 


ΒΓ τριγώνου ΑΒΙ έχειτο ίδιο εμβαδόν µετο ΑΒΙ: διότι: 
Τα τρίγὠνα ΜΒΙ και ΑΒΓ έχουν κοινή βάση ΒΙ καιίσα 
τα αντίστοιχα ύψητους ΑΑ΄. ΜΜ΄. αφού ε||ΒΓ .. 


Άρα (ΜΒΓ)Ξ(ΑΒΓ). 





Παράδειγμα 2 
Σ᾽ ένα παραλληλόγραμμο ΑΒΙΛ συνδέουµε την κο- 
ρυφή Α µετα µέσα Ἰ Λ των πλευρών ΓΑ και ΒΙ. 
αντίστοιχα. Να δείξετε ότι: 

(ΑΡΙΓΛ)ΞΖ(ΑΚΙ{Λ) 
Λύση 
Γνωρίζουμε ότιη διάµεσος τριγώνου. χωρίζειτοτρί- 
γῶνο σε δύο ισοδύναμα τρίγωνα. 
Στατρίγὠωνα ΑΔΓΙ και ΑΒΓ οι ΑΚ και ΑΛ αντίστοιχα 
είναι διάµεσοι. 


Οπότε: (ΑΚΔ)Ξ(ΑΚΤ)Ξα και (ΑΓΛ)Ξ(ΑΛΒ)ΞΡ 
Είναι: (ΑΒΙΛ)Ξ2α2β52(α-β)ΞΖ2Ζ(ΑΚΙΛ). 
Παράδειγμα 5 


Δίνεταιτραπέζιο ΑΒΓΛ/(ΑΒ//1Λ) καιέστω Μτο µέσο τηςΒΙ. Αν ηπαράλληλη απότο Μ 
προς την Αλτέμνειτιςβάσεις στα Κ.Λκαιη ευθεία ΔΜ την ΑΒ στο Σ, να αποδειχθεί. 
ύότιτο παραλληλόγραμμο ΑΚΛΛκαιτοτρίγῶνο ΔΑΣ είναι ισοδύναμα. 

Λύση 

Το παραλληλόγραμμο ΑΚΛΔ και το τρίγωνο ΔΑΣ 
έχουν κοινό το τετράπλευρο ΑΚΜΔ. 

Αρκεί να δείξουµε επομένως ότι τα µη κοινά τους 
χωρία είναιισοδύναµα. Δηλαδή ότι(ΔΜΛ)Ξ(ΚΜΣ). 


Τα τρίγωνα ΒΚΜ κΚαιΜΛΓΙ είναιίσα διότι έχουν : 
ΒΜΞ ΜΙ (υπόθεση) 
Β.:- Ε, (εντός εναλλαξ) 
Μ,- Μ., (κατακορυφήν) 

Επομένως ΚΜΞΜΛΑ (1) 





ο, Εμβαδά 


Επίσης τα τρίγωνα ΔΜΛ και ΚΜΣ είναι ίσα διότι: 
ΚΜΞΜΔ από (1) 
Μ.-- Μ,(κατά κορυφήν) 
Κ.Δ, (εντός εναλλάξ) 


Αφού τατρίγωνα ΔΜΛ καιΙζΜΣ είναιίσα, θα είναι καιισοδύναμα. 
Ἐτσι(ΔΜΛ)Ξ(ΚΜΣ). 


Κατηγορία - Μέθοδος 3 


Αλγεβρικές ασκήσεις στις οποίες συνήθως καλούμαστενα αποδείξουµε µια ανισό- 
τητα. Οι ασκήσεις αυτές λύνονται µε χρήση των ιδιοτήτων των ανισοτήτων, των 
ταυτοτήτων και κάποιες φορές µε χρήση της τριγωνικής ανισότητας. 








Παράδειγμα 4 





(1) 


Σεκάθετρίγὠνο ΑΒΙ να αποδείξετε ὀτιισχύει: Εν 


4 


Λύση 

1 
Είναι Ὦ ος Όμως α-«β-ΕΥ (1).λόγωτηςτριγῶ- 
νικής ανισότητας και 


υ.«β 0), υ,«Υ (8). 
Με πρόσθεση κατά µέλη των (2) και (3) παίρνουμε: 





ο.” 


Τώρα µε πολλαπλασιασμό κατά µέλη των (1) και (8) έχουµε: 


2 . 
αυ, -« (11) Μα. ο η. « 
2 2, 4 4 


Κατηγορία - Μέθοδος 4 


Όταν ζητείται σχέση λόγων ή γινοµένων . η σκέψη µας πηγαίνει πρώτα στο θεώρημα 
του Θαλή ή στα όμοια τρίγωνα. Όμως, όταν δεν μπορούμε να αποδείξουμε οµοιό- 
τητα τριγώνων , καταφεύγουµε στη χρήση τύπων εμβαδών (βλέπε παράδειγµα Ι). 


ο 












Παράδειγμα 5 
Σετρίγὠνο ΑΒΙ έστω ΑΜ η διάµεσος. Να δείξετε ότι οι αποστάσεις του Μ από τις 
πλευρές ΑΒ και ΑΙ είναι αντιστρόφως ανάλογες προςτις πλευρές αυτές. 


Εμβαδά ο. 


Λύση 
Επειδή ΑΜ διάµεσος είναι(ΑΒΜΞ(ΑΜΙ ). Έχουμε: 
1 1 ΑΒ ΑΓ 


(ΑΒΜ) ΞΞ (ΑΜΤ) 3--ΑΡΒ'.ΜΔΞ---ΑΙ:ΜΕς ----------- 
. 2 ΜΕ ΜΔ |Β 





.. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Άσκηση 1 
Να βρεθείτο εμβαδόν τριγώνου μεπλευρές ΑΒΞκ.ΑΙΞ2κ και ΑΞ1205 καινα βρεθεί 
η πλευρά του τετραγώνου. που είναι ισοδύναμο µετο τρίγωνο ΑΡΙ. 
Λύση 
Είναι : 

Ι ν3 3Κ)93 


1 
ΑΒΓ)-- ---Κ:2Κκ-ημόθ ----Κκ.2κ---- 
(ΔΡΡΓ 57 ημόρ΄ τς πο. 





όπου υ-- 2Κημόθ:. 

Το εμβαδόν τετραγώνου δίνεται απο τη σχέση ΕΞ-α”, όπου 
αΏη πλευράτου. Το τετράγωνο επομένως είναι ισοδύναμο 
μετοτρίγώνο αν ισχύει : 


.. 393 .. Κν92 


πο 4 2 











Άσκηση 2 
Το ύψος ενός ισοπλεύρου τριγώνου πλευράς α ισούται µετο ύψος ενός τραπεζίου. Αν το 
άθροισμα των βάσεων του τραπεζίου είναι 10 µέτρα καιτο τραπέζιο εἰναιισοδύναμο µε 
το ισόπλευρο τρίγῶνο να βρεθούν: 
α. η πλευρά ατου ισοπλεύρου τριγώνου 
β.το εμβαδόν του τραπεζίου 
Λύση 
Το ύψος ενός ισοπλεύρου τριγώνου δίνεται 


αν 3 


απὀτησχέση ν-----. 
2 
Επομένως το εμβαδόν του τραπεζίου είναι: 


ΑΒ ΕΓΔ αὖ2 10 αν δαν» 
2 2 λ. . 
Επειδή το τραπέζιο είναι ισοδύναμο µε το ισόπλευρο τρίγωνο έχουµε: 
2 
αὖ νὰ 5αν3 51095 ος. 


«5 αΞξ]1Ι0 µέτρα και ο 
4 2 μέτρ β 2 


Γ 

















α. 
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Άσκηση 3 

Αν η πλευρά ενός τετραγώνου αυξηθεί κατά 4 πι, το εμβαδόν του αυξάνεται κατά 136 
πι’. Να βρεθεί η πλευρά του τετραγώνου αυτού. 

Λύση 

Έστω τετράγωνο πλευράς χ. Το εμβαδόν του είναι χ΄ Αν η πλευρά του αυξηθεί κατά 4 
γίνεταιχ {4 καιτο εμβαδόν του γίνεται (κ 4)”. 

Η αὐξηση του εμβαδού είναι (κ 4)’ - χ”. Σύμφωνα µε τα δεδοµένα της άσκησης αυτή η 
αύξηση είναι 136. 


Έτσι φτιάχνουμε την ισότητα: (κ -.4)΄ --κξ--Ι96« κ) «θχεἱ6-- κ΄ -Ι36 
«Φ6ὅΧ-120«3σχ-]12ί 

Άσκηση 4 

Η περίµετρος ενός ρύόµβου ΑΒΙΑ είναι 36 επι καιη απόσταση τῶν δύο απέναντι πλειυ- 
ρώντου είναι 5 επι. Να υπολογιστείτο εμβαδόν του ρόµβΡου. 

Λύση 

Αφού η περίµετροςτου ρόµβου είναι 26 οπιη κάθεπλευράτου 


Π] 
Ξ- 0 οτῃ 





είναι 


Η απόσταση των δύο πλευρών του είναιτο ύψοςτου ρόμβου. 
Αφού λοιπόν γνωρίζουµετην πλευράτου καιτο ύψοςτου. για 
να υπολογίσουμε το εμβαδόν του. χρησιμοποιούμε τον τύπο 
του εμβαδού του παραλληλογράμμου. Δηλ. ΕΞ βάση: ύψος. 
Επομένως(ΑΒΓΔ)ΞΑΒ:“ΔΚΞ0:5-45. 

Άρα το εμβαδόν είναι 45 οπι”. 

Προσοχή! 

 ρόμβος είναι και παραλλήλόγραμμο. Επομένως για τον υπολογισμό του εμβαδού του, 
μπορούμε να χρησιμοποιούμε εἴτε τον τύπο του εμβαδού του παραλληλογράμμου εἴτε του 


ρόµβου. 





Άσκηση 5 
Να υπολογιστείτο εμβαδό κυρτού τετραπλεύρου ΑΒΙΓΛ αν είναι ΑΒΞ5Σδ. ΑΙ 512. 


ΑΑΞ6, Γλ-6ν2 καιΒΑ- 10 

Λύση 

Είναι ΑΒ΄ ΑΔ -8--.6΄ - 64-36--100-- 
102 --ΒΔΖ ε» Α-ο0ῦ 





ΑΓ Σ .ΑΛΖ Ξ(6ν3) --σ' 108436 --Ι44 -- 


123 --ΑΓ2 9 Δ- ο) 


Άρα το τετράπλευρο είναι ορθογώνιο τραπέζιο. Για το εμβαδό του ισχύει: 


Εμβαδά 05. 


(ΑΒ..ΓΑ)ΑΔ. [86936 
ο ο ο ο 


-3[8-ε6ν3]. 


Άσκηση 6 
Αν ΑΒΙΓΛΚαι ΚΛΜΝ είναι ρύμβοςπλευράςα και τετράγῶνο πλευράς α αντίστοιχα. να 
αποδείξετε ότιτο εμβαδον του ρόμβου είναι μικρότερο ή ίσοτου εμβαδού του τετραγώ- 
νου. 

Λύση 

Γνωρίζουμε ότιτο εμβαδόν του ρόµβου ισούται µε 
το ημιγινόµενο των διαγωνίων του και ότιτο ἐεµβα- 
δόν τετραγώνου πλευράς α ισούται µε α” Άρα αρκεί 


να δείξουμε ότι αἱ 2 σ .δ, 





2 


Όμως από την άλγεβρα είναι γνωστό ότιγια κάθεχ και γ ισχύει : 


» ' ας - δ -- δι -δ. 
μμ ο Έ| --δ, -πίδ κ) 


Χ΄ ΕΥ’ 3 2ΧΥ, επομένως δ, ««δ. 225,5, και λόγω της παραπάνω σχέσης είναι : 


1 Ι δδ 
αὖ σπίδή Υδ,}3 τ2διδ, - ο 





Άρα α΄ 2 - 


Άσκηση 7 

Από ένα σηµείο Ε της διαγωνίου ΒΔ παραλληλογράμμου ΑΒΓΑ φέρνουμε παρόλληλες 

προςτις πλευρέςτου. Να δείξετε ότιτα παραλληλόγραμμα που βρίσκονται εκατέρωθεν 

της ΒΛ εἰναιισοδύναμα. 

Λύση 

Ως γνωστό η διαγώνιος παραλληλογράμμου το χωρίζει σε δύο ισοδύναμα τρίγωνα. Έτσι 

έχουμε: 

Το παραλληλόγραμμο ΑΒΙΆπου χωρίζεται από τη 

διαγώνιότου σταισοδύναματρίγώνα ΑΡΒΔκαιβ/ΓΛλ 

. Είναι (ΑΒΔ)Ξ(ΒΙΠΔ) (1). 

Ομοίως στο παραλληλόγραμμο ΚΕΝΔ είναι: 
(ΚΕΔ)Ξ(ΔΕΝ) ω) 

και στο παραλληλόγραμμο ΜΕΛΒ είναι: 
(ΜΕΒ)Ξ(ΒΕΛ) (3) 

Αφαιρώντας από την (1) τις (2) και (3) έχουµε: 

(ΑΒΔ)-(ΚΕΔ)-(ΜΕΒ)Ξ(ΒΙΔ)-(ΔΕΝ)-(ΒΕΛ) ή (ΚΑΜΕ)Ξ(ΝΕΛΙ). 





ος. Εμβαδά 


Άσκηση ὃ 

α. Σετρίγῶνο ΑΒΙ έστω Γ.Λ.Μ τα µέσα τῶν πλευρών ΒΙ.ΑΒ.ΑΙ. Να δείξετε ότιτα 
τρίῶώνα ΑΛΜ.ΒΑΚ.ΙΓΚΜ.ΚΛΜ. εἰίναιισοδύναμα. 

β. Να αποδειχθεί. ότι κάθε τετράπλευρο έχει διπλάσιο εμβαδόν από το παραλληλόγραμ- 
μο. που έχει κορυφές τα µέσα τῶν πλευρών του. 

γ. Αν δύο τετράπλευρα έχουν κοινά τα µέσα τῶν πλευρών τους, να δειχθεί, ότι είναι 
ισοδύναμα. 

ὃ. Αν οι διαγώνιοι ενός τετραπλεύρου είναι ίσες, να δειχθεί, ότιτο εμβαδόν του είναι 
ίσο µετο γινόμενο τῶν τμημάτων. που ενώνουν τα µέσα των απέναντιπλευρώντου. 

Λύση 

α. Σύμφωνα µε γνωστό θεώρημα ΛΜ/ΒΓ (γιατί ενώνειτα 
µέσα των δύο πλευρών του τριγώνου). Ομοίως ΚΜ/ΑΒ. 
Επομένωςτο ΛΜΙΚΒ είναι παραλληλόγραμμο. Χωρίζε- 
ται δε από τη διαγώνιό του ΛΙς σε δύο ισοδύναμα τρίγώ- 
να. Δηλ.(ΚΔΒ)Ξ(ΚΛΝ/). 
Τα ΛΜΓΚ και ΛΚΜΑ είναι επίσης παραλληλόγραμμα 





και χωρίζονται και αυτά από τις διαγωνίουςτους σεισοδύναµα τρίγωνα. 


Επομένως:(ΒΛΔΚ)Ξ(ΓΚΜ)Ξ(ΑΛΜ)Ξ(ΚΑΜ)Ξ «(ΔΒΓ) 


Ενῶώνοντας λοιπόν τα τρία µέσα των πλευρών ενός τριγώνου, το χωρίζουµε σε 4 ισοού- 
ναµα τρίγωνα. 

ῇ. Στο τρίγὠνο ΑΒΔ Λη ΚΝ ενώνει τα µέσα 
δύο πλευρών. Σύμφωνα µετο προηγούµε- 
νο ερώτηµα το τρίγωνο ΑΙΝ έχει εµμβα- 


1 
δόντο 4 του εμβαδού του τριγώνου ΑΒΔ 


1 
δηλαδή : ΑΚ (ΑΡΒΔ) 





1 

Οµοίωςείναι: (ἰ1ΛΜ)ΟΞ 1 (ΒΔ) 
1 

(ΒΜΝ)Ξ Ἴ (ΑΒΙΓ) 


(ΔΚΛ)- α(ΔΙΔ) 


Προσθέτοντας τις παραπάνω σχέσεις κατά µέλη . παίρνουμε: 


(ΑΚΝ)(ΓΛΜ)Η(ΒΜΝ)(ΑΚΛ)- : ((ΔΒΔ)Ξ (ΓΒΔ)(ΑΒΓ)(ΑΓΛ)) ή 


Εμβαδά ο). 


(ΑΚΝ) «-(ΓΛΜ) 3 (ΒΜΝ)ΞΕ(ΑΚΛ)- τ 2(ΑΒΓΛ) 


(ΑΚΝ) 4 (ΑΜ) Ε(ΒΜΝ)Γ(ΑΚΛ)- 5 (ΑΒΓΛ). 


Στο πρώτο µέλοςτης παραπάνω σχέσης έχουµετο άθροισμα των εμβαδών των χωρίων 
του τετραπλεύρου ΑΒΙΓΔ., εκτόςτου ΚΛΜΝ. Επειδή αυτά έχουν άθροισµα εμβαδών ίσο 
µετο μισό του εμβαδού ΑΒΓΛ. το εσωτερικότου ΚΛΜΝ έχειεμβαδόν το άλλο µισὀ. 


1 
Έχουμε δηλαδή (ΚΛΜΝ)Ξ 2 (ΑΒΙΛ). 


. Το παραλληλόγραμμο που σχηματίζεται 
αν ενώσουµε τα µέσα των πλευρών του 
κάθε τετραπλεύρου., είναι κοινό (αφού τα 
δύο τετράπλευρα έχουν κοινά µέσα). 
Αυτό όµως το παραλληλόγραμμο έχει 
το µισό εμβαδόν από κάθε ένα τετρά- 
πλευρο. 

Άρα τα δύο τετράπλευρα είναι ισοδύ- 
ναμα. 





. Αν οι διαγώνιοιτου ΑΒΓΛ είναιίσες, (σχήμα 1) το παραλληλόγραμμο ΚΛΜΝ που σχη- 
µατίζεται αν ενώσουµε τα µέσα των πλευρών του είναι ρόµβος. Για το εμβαδόν του 
ρόµβου γνωρίζουμε ὀτιισούται µετο ημιγινόµενο τῶν διαγωνίων του. 


(ΚΜ):(ΑΝ) 


Έτσι (ΚΛΜΝ)Ξ . 


0) 


(ΑΒΓΛ) 
Αλλά σύμφωνα µετο (β) ερώτημα (ΚΛΜΝ)Ξ ο. (2) 


Από (1). (2) έχουµε: ο Εν (ΑΒΓΛ)Ξ/(ΚΜ).(ΑΝ) 


Άσκησηθ 
α. Να δείξετε. ότιη διαγώνιος παραλληλογράμμου. χωρίζειτο παραλληλόγραμμοσε δύο 


ισοδύναμα τρίγῶνα. 


β. Απότις κορυφές ενός τετραπλεύρου φέρνουμε παρόάλληλεςπροςτις διαγώνιέςτου. 


Να αποδειχθεί, ότιτο περιγεγραμµένο στο τετράπλευρο παραλληλόγραμμο. που σχη- 
µατίζεται. έχει εμβαδόν διπλάσιο από το εμβαδόν του τετραπλεύρου. 


Λύση 
α. Τα τρίγωνα ΑΒΙ και ΑΓΛ είναιίσα αφού έχουν καιτιςτρεις πλευρέςτουςίσες. Επομένως 


είναι καιισοδύναμα. 


05. Εμβαδά 


β. Το τετράπλευρο ΑΚΔΟ είναι παραλληλόγραμ- 
μο αφού έχει τις απέναντι πλευρές παράλλη- 
λες. Η διαγώνιοςτου ΑΔ το χωρίζεισε2ισοδύ- 
ναματρίγωνα(ΑΚΔ)Ξ(ΑΔΟ) 

Οµοίως: (ΒΑΛ)Ξ(ΒΑΟ) 

(ΒΜΠΙ)Ξ(ΒΟΙ) 

(ΝΔ)Ξ(ΟΔ) 
Προσθέτοντας κατά µέλη έχουµε: 
(ΑΚΔ)Γ(ΒΑΛ)Γ(ΒΜΙ)Γ( ΝΔ) Ξ(ΑΒΙΔ) 
Προσθέτοντας και στα δύο µέλη το(ΑΒΙΓΛ) 
προκύπτει (ΚΛΜΝ) Ξ2(ΑΒΙΔ). 





Άσκηση 10 
Να δείξετε ότι το άθροισμα τῶν αποστάσεων ενός σημείου της βάσης ΒΙ ισοσκελούς 
τριγώνου ΑΒΙ απότις ίσες πλευρές είναι σταθερό. 
Λύση 

Έστω Μ είναι το τυχαίο σηµείο της ΒΙ και ΜΕ «ΜΖοι 
αποστάσεις του απότις ίσες πλευρέςτου ΑΒ/Ι τότε: 


(ΔΒΓ)Ξ(ΑΒΜ)Η(ΑΓΜ) 5 σ(λΓ)(ο))- 


- Σ(ΔΒ)(ΜΕ)ΗΣ(ΑΓ(ΜΖ) ΟΜΕΦΜΖΓυ,. 
Όμωςτο υ, εἶναι σταθερό ως ύψος του δοθέντος 1σο- 
σκελούς τριγώνου. 





Άσκηση 11 

Σ' ένα παραλληλόγραμμο ΑΒΙΛ συνδέουµετην κορυφήτου Α µετα µέσα Ε και Ζ τῶν 
πλευρών ΓΛκαι ΒΙ αντίστοιχα. Ν’' αποδειχθεί ότιτο εμβαδόν του τριγώνου ΑΕ Ζ, είναι 
ίσο µετα 3/δτου εμβαδού του παραλληλογράμμου. 

Λύση 


Θα αποδείξουµε ότι (ΑΕΖ)Ξ Ξ(ΛΗΓΑ) 





Έχουμε: (ΔΑΕΖ)Ξ(ΑΕΓ)Ξ(ΑΓΖ)--(ΕΓΖ) (1) 
Εἰναιόμως: (ΑΕΕ): Σ(ΑΔΓ)Ξ (ΑΒΓΑ) ϐ) 
(ΑΓΖ)- 5 (ΑΓΒ)- (ΑΡΑ) ϐ) 

1 1 


(8/2) Ξ(ΒΑΓ)ΞΞ(ΔΒΓΑ) (4) 


Εμβαδά 90ο, 


Οπότε η (1) µεβάσητις (2) .(3) και(ϐ4) γράφεται: 


(ΑΕΖ)- Σ(ΔΒΓΑ)Η (ΑΒΓΑ) (ΑΒΓΑ) - Ε(ΛΗΓΑ). 


Άσκηση 12 


2 





Ορθογωνίου ΑΒΙΛ το εμβαδόν είναι ίσο µε .όπου ΒΔ διαγώνιος. Να βρεθούν οι 


γωνίεςπου σχηματίζουν οιπλευρέςτου µετις διαγωνίουςτου. 
Λύση 


Είναι (ΑΒΓΛ) - 2(ΗΓΛΑ) - 2ΒΑ ΓΕΞ ΒΔ. ΓΕ. (1) 


ΒΔ 





Από την υπόθεση έχουµε: (ΑΒΓΔ)Ξ (2) 





Απόγτις σχέσεις (1) και (2) έχουµε: 


2 


λα ρ- 





«59 ΒΔΞΦάΓΕ (3) 
Οι διαγώνιοι του ορθογωνίου είναι ίσες δηλαδή ΒΔΞ ΑΓ. 


ΟΓ 
Οπότεη (2) γίνεται ΑΓ - 4ΓΕ Ὁ20Γ-4ΓἩἨ «ΤΕ - ο 


Στο ορθογώνιο ΟΕΓ η ΓΕ ισούται µε το μισό της υποτείνουσας. Επομένως η απέναντί 
της οξεία γωνία ισούται µε 305, δηλαδή 6, - 30". Το τρίγῶνο ΓΟΒ. είναι ισοσκελές 
(0ΟΒ-ΟΓ) και η γωνία της κορυφής του (η 0) ισούται µε 30. Επομένως 


β 150 -20 ο. 


| 75) και Β, -ἰδ.. 
2 


Άσκηση 132 
Η µεσοκάθετοςτης υποτείνουσας ΒΙ ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΙ.τέµνειτην ΑΒ στο Ικ. 


1 κ 
Ισχύει (ΒΚΜ)Ξ 3{ΑΒ/)) .Να βρεθείη γωνία ΕΒΕ. 
Λύση 
Στο τρίγωνο ΕΚΤ η ΚΜ είναι διάµεσος. 


Επομένως (ΒΚΜ)Ξ/(ΓΚΜ)Ξ Ξ(ΔΡΓ) 


Άρα (ΑΚΓ)- Ξ(ΔΡΓ) 5 ΞΑΚ λπ- 


ΑΒ:ΑΙ «» 





ο [ 


- 
3 


100. Εμβαδά 


ΑΚΞΞΑΒΦΑΚ-2ΚΒ (1) 
Επειδήη ΚΜ µεσοκάθετος είναι ΚΒ- ΚΓ (2) 


1 
Από (1). (2) έχουµε ΑΚ - πο 


Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΚΑΓ η κάθετη πλευρά ΑΚ ισούται µετο µισό της υποτείνουσας 


ΚΓ. Επομένως Γ -30., οπότε Κ, Ξ- 60". 


Ἡ Κ, είναι εξωτερική στο τρίγωνο ΕΚΤ , 


Άρα Β-ἴ, -30 9 8-20". 


Άσκηση 14 

Να δειχθεί. ότι κάθε ευθεία. που διέρχεται από το κέντρο ενός παραλληλογράμμου. 
χωρίζειτο παραλληλόγραμμο σεισοδύναµες πολυγωνικές επιφάνειες. 

Λύση 

Πρέπει να δείξουµε ότιτο εμβαδόν του χωρίου ΑΚΛΔ ισούται µετο εμβαδόν του χωρίου 
ΚΕΙΛ. 


Είναι ΑΚΟ-Ξ ΓΟΑ γιατί έχουν: ΑΟΞΟΙΓ 
6, Ξς 6, (κατακορυφήν) 
Α, ΞΤ, (εντός εναλλάξ) 

Επομένως (ΑΚΟ)Ξ(ΓΟΛ) (1) 

Δ Δ 
Οµοίως ΚΟΒΞΔΟΛ. Άρα(ΔΟΛ)Ξ(ΚΟΒ)(2) 
Δ Δ 
καιΔοΟΑΞΒΟΤΓ δηλ.(ΔΟΑ)Ξ(ΒΟΓ) (3) 
Προσθέτουμε κατά µέλη τις (1).(2).(3) 


και έχουµε(ΑΚΟ)Γ(ΔΟΛ)ΤΕ(ΔΟΑ)Ξ(ΟΛ)ΤΓ(ΚΟΒ) Γ(ΒΟΙ) 
ἠή(ΑΚΛΔ)Ξ(ΚΒΙΛ)που είναιη σχέση που θέλαμε να δείξουμε. 





Άσκηση 15 
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΑΒΙΑ καιτυχαίο σηµείο Ε.της 
διαγωνίου ΒΔ. 

α. Να δειχθεί, ότιτα τρίγῶνα ΑΔΕ και ΓΔΕ εἰναιισοδύναμα. 
β. Να δειχθεί. ότιοι αποστάσεις του Ε απότις Αλ και ΓΔ 
είναι αντιστρόφῶς ανάλογες προςτις πλευρές αυτές. 

Λύση 
α. Φέρνουμετα ύψη ΑΖκαι[Η τωντριγώνων ΑΔΕ καιΓΔΕ. 
Τα τρίγώωνα ΑΔΖ και ΒΗΙ είναι ίσα αφού έχουν: 
ΑΔΞΡΒΡΓ 





Εμβαδά 101. 


Η--Ζ--Ι ορθή 

Β, Ξ- Δι (εντός εναλλάξ) 
Επομένως ΑΖΞΤΗ (1) 
Τα τρίγωνα ΑΔΕ. καιΓΛΕ έχουν κοινή βάση ΔΕ και ίσα 
ύψη ΑΖ. ΓΗ (λόγωτης (1)). Επομένως είναι ισοδύναμα. 





1 1 
Ρ. (ΑΔΕ)Ξ (ΓΔΕ) 9 ΞΑΔΕΚΞΞΑΓΕΛ 


ΑΔ ΕΛ 
ΔΓ ΕΚ 
Δηλαδή οιπλευρές είναι αντιστρόφως ανάλογεςπροςτις αποστάσειςτου Ε απὀ αυτές. 


«ΑΔΕΚ -ΔΙΕΔ« 


Άσκηση 16 
Να δείξετε ότι σε ρόμβο. του οποίου το εμβαδόν είναι ίσο µε το ημιγινόµενο µιας 
διαγωνίου επίτην πλευρά του. η µια γωνία του είναι 600, 
Λύση 
ΑΒ΄ΔΒ 


Μας δίνεται ότι δμβου πο (1) 


Γνωρίζουμε ότιτο εμβαδόν του ρόµβου ισούται µετο ηµιγι- 
νόµενο των διαγωνίων του. 





ΑΓ ΔΕ 
Δηλ. (ΑΒΓΛ)-- . (2) 
Συνδυάζονταςτις σχέσεις (1) και (2) έχουµε: 
ΑΒΔΒ ΑΙΓΔΒ 
ξ «39 ΑΒΞ ΑΙ (3) 











2 
Οιπλευρέςτου ρόμβου είναι ὀόλεςίσες. Δηλ. ΑΒΞΒΙ (4). 


Από(3).(4):ΑΒΞΑΙΞΒΙ δηλ. τοτρίγῶνο ΑΒΙ είναιισόπλευρο. Επομένως Β-- 60ο, 
Άσκηση 17 
Αν ΜΙ είναι ένα εσωτερικό σηµείο παραλληλογράμμου ΑΒΙ να δείξετε ότι: 


] 
Βνλῃ τ Ενα Ξ 5 ΓΑΒΙΔ 


Λύση 
Φέρνουμετις ΜΕ | ΑΒκαιΜΖ Ι ΙΔ. 


Ι Ι Ι 
Είναι Έναν «Εμεν 5ΑΒ ΕΜ ΣΓΔΜΖΞΣΑΒ(ΜΕΜΖ) 


αφού ΑΒΞΤΙΔ. 





102. Εμβαδά 


Όμως ΜΕ -ΜΖΞΕΖ, δηλαδή το ύψοςτου παραλληλογράμμου. 


] ; 1 
Επομένως Ένα { Εντλ -- ο Γ ΑΒΓΑ αφου Ἐληγλ”- τος 


Άσκηση 18 

Να αποδειχθεί. ότι κάθε ευθεία. που διέρχεται από το µέσο της διαμέσου ενός τραπε- 
ζίου καιτέµνειτις βάσειςτου. χὠρίζειτο τραπέζιο σε δύο ισοδύναμα τραπέζια. 

Λύση 

Τα ΑΜΝΔ και ΜΒΓΝ είναιτραπέζια. Έτσι έχουµε: 


(ΑΜΝΔ)Ξ ---- 
(0) 
και (ΜΒΓΝ)Ξ ο ο. 


όπου Όι, ο, είναι τα ύψη τῶν δύο τραπεζίων. «ος γνωστόν σε 
κάθε τραπέζιο η διάµεσος ισούται µε το ημµιάθροισµα των 
βάσεων. 





ΑΜ ΔΝ 
ΚΟ - πο- 
Άρα (2) 
ΜΕ ΤΝ 
και ολ------------ 


Αλλά ΚΟ” ΟΛ΄(αφού Ο µέσο ΚΛ)καιυ͵”-υ,(τα δύο τραπέζια είναι προφανές ότι έχουν ίσα 
ύψη). Τελικά(ΑΜἷΜΝΔ)Ξ(ΜΒΓΝ). 


Άσκηση 19 
Δίνεταιτρίγῶνο ΑΒΙ και έστω Δτο μέσοτης διαμέσου ΑΜ Ε το µέσοτης ΑΒ και Ζτο 
µέσο της ΒΔ. Να βρεθεί το εμβαδόν του ΔΕΖΝΙ 
συναρτήσειτου εμβαδού του τριγώνου ΑΒΙΠΙ. 
Λύση 

Είναι Δ. Ε µέσα των ΑΜ και ΑΒ αντίστοιχα. άρα 


ΡΜ ., : 
ΔΕΞ κο. «Φέρνουμετο ύψος ΑΗ στηνπλευρά ΒΜ 





του τριγώνου ΑΒΜ και το ύψος ΔΙ στην πλευρά 
ΒΜ του τριγώνου ΔΒΜ. 


ΑΗ 
Είναι Δµμέσοτης ΑΜ και ΔΚ//ΑΗ αφού είναι κάθετες στην ΒΜ. Άρα ΔΚ.Ξ ο 


. 1 1 1 1 
Εχουμε: Έλεν  Έλεσ Ἔ Έλσνι Ξ 5 Έλεν σσ Έλην στ 2 (Ένου Ἔ Βλ ) τ- 5 Έλεν 
ΒΜ ΔΗ 
Ι (ΔΕΦΗΕΜ) ΑΚ {ο νο 3 


3 
σε κτ μω ----ΒΓ.ΑΗ---Ε 
3 2 2 ΄ 16 α ον. 


Εμβαδά 103. 


(Για τα τρίγωνα ΔΕΖ και ΔΖΜ χρησιμοποιήσαμµετην πρόταση: 

Η διάμεσοςτριγώνου χωρίζειτο τρίγωνο σε δύο ισοδύναμα τρίγωνα. Γιατο ΔΕΒΜ χρησι- 
µοποιήσαμε τον τύπο του εμβαδού τραπεζίου ΄΄βάση µεγάλη και βάση µικρή επί ύψος δια 
2’, αφού ΔΕ/ΒΜ καιΔΕ, ΒΜ οιβάσεις και ΔΚ το ύψοςτου. Τέλοςγιατο ΑΒΙ πήραµετον 
τύπο ΄ βάση επί ύψος δια 2’) 


Άσκηση 20 

Σετρίγωνο ΑΒΙ παίρνουµετο µέσο Μ της διαμέσου ΑΛ.το µέσο Ντου Ι Μ καιτο µέσο 
Ῥτου ΒΝ να αποδείξετε ότιτο εμβαδό του τριγώνου ΑΒΙ είναι οκταπλάσιο του εµβα- 
δού του τριγώνου ΜΝΡ 


Λύση 
Φέρνουμετην ΒΜ. Είναι: 

1 1 1 1 1 1 
Βνρ -- 5 ΓηνΝ . 22 ΒΜΓ 1 (λεω π Βλ ) - α Γρ 


Άρα το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒ/Ι είναι οκταπλάσιο 
του εμβαδού του τριγώνου ΜΝΡ. 





(Χρησιμοποιήσαμετην πρόταση: 

Η διάμεσος τριγώνου χωρίζειτο τρίγωνο σε δύο ισοδύναμα τρίγωνα καιπήραµε διαδοχικά 
την ΜΡ διάµεσο στο ΒΜΝ. την ΒΝ διάµεσο στο ΒΜΙ καιγράψαµετο ΒΜΙ ὡς άθροισμα 
των ΒΜΔ και ΜΔΙ. 

Έπειτα χρησιμοποιήσαμετο γεγονός ότιη ΜΝ είναι διάµεσος στο ΑβΒδΔκαιη [Μ διάµε- 
σος στο ΑΔΙ. Τέλος προσέξαµε ότιτο άθροισμα των ἐεμβαδών των ΑΒδΔ και ΑΓΛ δίνειτο 
εμβαδό του ΑΒΓ) 


Άσκηση 21 

Απότην κορυφή Βτριγώνου ΑΒΙ φέρνουμε µιά οποιαδήποτε ευθεία .που συναντά την 

προέκτασητης ΓΑ (προςτο µέροςτου Α) σε ένα σηµείο Β’. Φέρνουμε ακόµα καιτη 

ΓΙ //ΒΒ'. που συναντά την προέκτασητης ΒΑ στο. Να αποδειχθεί. ότι τα τρίγῶνα 

ΑΒΙ και ΑΒ΄Γ' εἰναιισοδύναμα. 

Λύση 

Τα τρίγωνα ΒΤΤ΄ και Β΄ΤΙ ’ είναι ισοδύναμα αφού έχουν κοινή 

βάση Ι Τ και οι κορυφές τους βρίσκονται σε ευθεία παράλληλη 

προς τη βάση. Έχουμε λοιπόν: (ΒΤΤΞ(Β΄ΤΤ ’). Αφαιρούμε το 

κοινό τουςτµήµα ΑΙ ΤΓ΄και έχουµε: 
(ΒΤΓΊ)-(ΑΓΓΑΞ(ΒΤΤΓΤ)-(ΑΙΓΓΟ «»(ΑΒΙΛΞ(ΑΡΒ Τ’) 





Άσκηση 22 


ΡΙ 
Στην πλευρά ΒΙ τριγώνου ΑΒΙ παίρνουμετασημµείαΚκαιλέτσιώστε ΒΚΞ-ΙΤΛλ« ο 


Απότο Κφέρνουµμεπαράλληληπροςτην ΑΒ Λπουτέμνειτην ΑΙ στο Μ. 
Οι ΑΛ και ΒΜ τέμνονται στο [. 


Να δειχτεί ότι (ΙΑΒ)Ξ(ΙΜΓΛ). 


104. Εμβαδά 


Λύση 
Επειδή το σχήµα ΙΛΓΜ δεν είναι κάποιο γνωστό µας σχήμα, 
προσθέτουμε και στα δύο µέλη της ζητούμενης σχέσης το 


χωρίο ΑΜΙ. Έτσι, αρκεί να δείξουµε ότι (ΑΒΜ)Ξ(ΑΓΛ). 


Τα τρίγωνα ΑΗΚ και ΑΓΛΑ είναι ισοδύναμα αφού έχουν 
ίσες βάσεις ΒΚΞ ΔΓ και κοινό ύψος απὀ το Α δηλαδή 
(ΑΒΚ)Ξ(ΑΓΛ) (1). 





Τατρίγωνα ΑΒΜ και Α ΒΚ. είναι ισοδύναμα γιατί έχουν κοινή βάση την ΑΒ καιίσα ύψη 


αφού η τρίτη κορυφή τους βρίσκεται στην ευθεία ΚΜ που είναι παράλληλη στην ΑΒ. 
Έχουμελοιπόν (ΑΒΜ)Ξ(ΑΡΒΚ) (2). 


Από (1). (2) έχουµε (ΑΓΛ)Ξ/(ΑΒΜ) που είναιτο ζητούμενο. 


Δ. ΗΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΟΕΜΑΊΤΑ 


1. Δίνεται κυρτό τετράπλευρο ΑΒΙΛΜΕΑΒΞ4.ΑΔΞ2.,ΤΔΞ 2ψ10 τμ Πορ 
Αφού διαπιστώσετε ότιτο ΑΒΓΙΓΔ είναι ορθογώνιο τραπέζιο να βρείτετο εμβαδόν του. 


πε ὅμ νΙ0 ) 


2. Να υπολογίσετετο εμβαδόν του τραπεζίου ΑΒΙΛ. ΑΒ/ΤΛΔόταν ΑΒΞΘΦ.ΤΔΞ ΙΟ και 
ΑΔΞΒΓΞΟ. 
(Απ: 28) 


3. Δίνεται ένα παραλληλόγραμμο ΑΒΓΔ. Να αποδειχθεί ότι͵ για οποιοδήποτε σηµείο Μ 
της πλευράς ΑΒ. τοτρίγῶνο ΜΙΔ έχει σταθερό εμβαδό. 


4. Ένα τραπέζιο ΑΒΓΔ έχειβάσεις ΔΒβΞΞ ακαι[Δ-Ξ2α, ενώ το ύψοςτου είναι 1.5α. Να 
υπολογίσετετα εµβαδά των τριγώνων στα οποία χωρίζεται το τραπέζιο απότις διαγάό- 
νιέςτου. 


Ὀ α- 
(λπ. δ  - . ο ο ο ο οι "όπου Μ το σηµείο τομής των διαγωνίῶν. 


(Υπ: Να πάρετε τα ύψη ΜΕ και ΜΖ των τριγώνων ΑΜΗΒ και ΓΜΔ αντίστοιχα και να βρείτε 
τα ΜΕ και ΜΖ συναρτήσει του α. απὀ την ομοιότητα των τριγώνων ΑΜΗΒ και ΓΜΔ. 

Εδώ πρέπει να παρατηρήσετε ότι ο λόγος των υψών δυο όμοιων τριγώνων ισούται 

με το λόγο ομοιότητάς τους) 


5. Να υπολογιστείτο εμβαδό τραπεζίου ΑΒΙΔµεΡβάσεις ΑΒΞΘ,ΓΔΞ-  ὃ και µη παράλλη- 
λεςπλευρές ΑΔΞ 5καιΒΙ[ Ξ7. 

(Απ: 12 ν6 ..Ὑπ: Να φέρετε ΒΕ//ΑΔ και να υπολογίσετε το ύψος ΒΖ 

του τριγώνου ΒΕΙ., που είναι και ύψος του τραπεζίου) 


Εμβαδά 105. 


6. Στις πλευρές ΑΒ και ΒΙ τετραγώνου ΑΒΓΔ πλευράς α παίρνουµε τα σηµεία Ε και 7 


2 
αντίστοιχα. ἐέτσιώστεΔΕΞΒΖΞ Ξ α .Να αποδείξετε ότιη είναι ΑΖ κάθετη στη ΔΕ και 


να υπολογίσετετα εµβαδά των τεσσάρων χωρίωῶν, στα οποία χωρίζεταιτο τετράγωνο. 


34 4α΄ 3α΄ Τα” 


ο μα 


πο.» 


όπου Η το σηµείο τοµής της ΑΖ µε την ΔΕ. 

(Υπ: Να δείξετε ότι τα τρίγωνα ΑΒΖ και ΑΔΕ είναι ίσα. Ἡ ΑΗ είναι το ύψος 
του ορθογωνίου τριγώνου ΑΔΕ. Να βρείτε µε Π.9 το ΔΕ και 

από τη σχέση ΑΔΖ -- ΔΕ:ΔΗ το ΔΗ) 


7.Σε ισοσκελέςτραπέζιο ΑΒΙΔ. ΑΒ//ΤΔ. φέρνουμετο ύψος ΑΕ. Να αποδείξετε ότι: 


Ελλ” 2Εελγ 


δ. Να αποδείξετε ότι απὀ όλα τα τετράπλευρα µε ίσες διαγωνίους, μέγιστο εμβαδό έχει 
αυτό που οι διαγώνιοίτου είναι κάθετες. 


9. Διαθέτουμε δύο σχοινιά ΑΒ και ΑΙ μήκους δ 
και 6 µέτρων αντίστοιχα. Με τα σχοινιά αυτά 
θέλουμε να σχηµατίσουµε µια τριγωνική επιφά- 
νεια στον διπλανό δρόµο. η οποία θα χρησιµο- 
ποιηθείγια τη δημιουργία κήπου. Να βρεθεί ποιό 
θα είναιτο µήκοςτου ὀρόµου ΒΙ ώστετο ἐεµβα- 
δό του κήπου ΑΒΓΙ να είναι μέγιστο καιποιό θα 
είναιτο μέγιστο εμβαδό του κήπου ΑΒΙ. 





10. Η περίµετρος ενός ρόµβου είναι 20 και η απόσταση δύο απέναντι πλευρών του είναι 


4 
ο Να βρεθείτο εμβαδόν του. 


α, “ΤΟ ΞΕΧΟΡΙΣΤΟ ΘΕΜΑ” 


Στο διπλανό σχήµα το ΑΙΓΖ, είναι ορθογώνιο και ισο- 


σκελέςτρίγῶνοκαιτο ΕΒΙΛ παραλληλόγραμο. Να βρεί- 


Ε, ύ ( ΐ 
ΕΡΓΑ Ίαι  ΕΔ αν γνωρίζουμε ότι στο 


ΑΓΖ, ΑΓΖ, 


τετους λόγους 





σχήμα το παραλληλόγραμμο είναι χὠρισμένο σε 2 1ισο- 


δύναµα χωρία. 





Ἄλλοι τύποι για το εμβαδόν τριγώνου 


Λόγος εμβαδών ομοίῶν τριγώνων - πολυγώνωῶν 





Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ ΟΕΟΩΡΙΑΣ 


Άλλοι τύποιγιατο εμβαδόν τριγώνου 


Με τη βοήθεια του βασικού τύπου για το εμβαδόν τριγώνου ΑΒΙ;, µε µήκη πλευρών α,β, 
γ. προκύπτουν οι επόμενοι τύποι: 


1. Εξ ντ(τ- α)(τ--β)(τ--γ) | (Τύποςτου Ἡρωνα) 


Με τον τύπο του Ἡρωνα μπορούμε να υπολογίσουµετο εμβαδόν τριγώνου όταν γνωρί- 
ζουμετιςτρειςπλευρέςτου. 


α 
2. Ο τύπος |ΕΞ -- συνδέειτο εμβαδόν (Ε) του τριγώνου µετην ακτίνα του περιγεγραμμ- 


µένου κύκλου. Συνήθως χρησιµοποιείται για να υπολογίσουμε την ακτίνα, δεδομένου 


ότι γνωρίζουμε το εμβαδόν . Το ίδιο ισχύει και µε τον τύπο όπου ρ είναι η 


ακτίνα του εγγεγραμµένου στο τρίγωνο κύκλου. 


1 1 1 
3. Οτύπος|Ε-Ξξ 2 ΒΥγηµμΑ 5 γαηµμΒΞ 2 αβ ηµΙ | µας δίνειτο εμβαδόν, όταν γνωρίζουμε 


δύο πλευρές του τριγώνου καιτην περιεχόµενη σε αυτές γωνία. 


1 α 
4. Με συνδυασμό των τύπων ΕΞ 2 βγημΑκαιξΕΞ . προκύπτει ο νόμος των ηµιτόνων: 


α β ἤ 
ποτ Ξ-- «Ξ2Δ|.οοποίος είναιχρήσιµος γιατην επίλυση ενός τριγώνου. 
ημΑ Ἠἡμβ Ἠημ 


Θεώρημα 1 

Αν δύο τρίγωνα έχουν ίσες βάσεις, τότεο 
λόγος των εμβαδών τους ισούται µε το λόγο 
των αντίστοιχων υψών. ενώ αν έχουν ίσα ύψη 
τότε ο λόγος των εμβαδών τους ισούται µε 
το λόγο των αντιστοίχων βάσεων. 





105. Λόγος Εμβαδών 


Θεώρημα 2 

Αν δύο τρίγωνα (ή οποιαδήποτε πολύγωνα) 
είναι όµοια τότε ο λόγος τῶν εµμβαδών τους 
είναι ίσος µε το τετράγωνο του λόγου οµοιό- 
τητας. 





Θεώρημα 2 

Αν µια γωνία ενός τριγώνου είναι ίση ή (ΑΗΓ) ΑΒ.ΑΓ 

παραπληρωματική µε µια γωνία ενός (ΔΑΖ) ππῳ.. 
7 


άλλου τριγώνου. τότε ο λόγος των εµμ- 
βαδών των δύο τριγώνων είναιίσος µε 
το λόγο των γινομένων των πλευρών 
που περιέχουν τις ίσες ή παραπληρο- 
µατικές γωνίες. 





Β. ΜΕΘΟΔΟΛΟΓΙΑ ΑΣΚΗΣΕΟΝ 


Κατηγορία-- Μέθοδος 1 


Όταν δυο τρίγωνα έχουν κοινή (ή ίση) βάση ή κοινό (ἠ ίσο) ύψος εφαρμόζουµμετις 
παρακάτω προτάσεις: 

"Δύο τρίγὠωνα µείσες βάσεις έχουν λόγο εμβαδών ίσο µετον λόγο των αντίστοιχων 
υψώντους" 











ή 
"Δύο τρίγωνα µε ίσα ύψη έχουν λόγο εµμβαδών ίσο µε τον λόγο των αντιστοίχων 
βάσεων τους". 






Παράδειγμα 1 


Με βάση το διπλανό σχήµα να βρείτετο λόγο Όλη : 





ΑΓΔ 


Λύση 
Τα τρίγωνα ΑΒΙ και ΑΙΔ έχουν ίσα ύψη απότις κορυφές Α και 


Γ αφού ει/Ε, οπότεθα έχουµε: ο 


5 
--υ-που εἶναι και 
Εώι. να ὉἩ 





ο ζητούµενος λόγος. 


Κατηγορία-- Μέθοδος 2 


Όταν έχουµε όµοια σχήματα, εφαρμόζουμετο παρακάτω θεώρημα: 
Ἱο λόγος τῶν εμβαδών δύο οµοίῶν πολυγώνων είναι ίσος µε το τετράγῶνο του 
λόγου οµοιότητάςτους''. 







Λόγος Εμβαδών 109, 


Παράδειγμα 2 

Αν ΔΕ/ΒΙ και ΑΛΔ-ΞΖ2ΔΒ .ποια σχέση συνδέει τα ἐεµβαδά των τριγώνων ΑΛΕ; και 
ΑΡΒΙ; 

Λύση 


Τα τρίγώνα ΑΔΕ και ΑΒΙ είναι όμοια (ΔΕ ῄ ΒΓ) 





-- ΑΔ ΑΕ ΔΕ ΑΛ 
οπότε έχουµε: λ.- ------Ξ- -----Ξ---- ϱ)λ.-- ----- 
ΑΒ ΑΙ ΒΓ ΑΒ 

όµως ΑΔΞΖΔΒ ο ΑΔ 2 ο ΑΑ 2 ΑΔ 2 


--- --- . 
ΔΗ ΑΛΑΓΔΗΕΗ 2-1 5 3 


Άρα λ- Ξ .Ἐπομένως για το ζητούμενο λόγο εμβαδών θα έχουµε: 


2 
ρα οὰ -[) ο. ος 
Β.ι, 3) ο 9 


Κατηγορία-- Μέθοδος 3 


Όταν σε δύο τρίγώνα έχουµε γωνίες ίσες ή παραπληρωματικές εφαρμόζουμε το πα- 
ρακάτω θεώρημα: 

"Αν µια γωνία τριγώνου είναι ίση ή παραπληρωματική µε µία γωνία ενός άλλου 
τριγώνου. τότε ο λόγος των εμβαδών των δύο τριγώνων είναι ίσος µε το λόγο των 
γινοµένων των πλευρών που περιέχουν τις γωνίες αυτές''. 












Παράδειγμα 5 


Έστω Κ το σηµείο τοµής των διαγωνίων τραπεζίου ΑΒΓΑ (ΑΒ//ΓΛ). Να αποδειχ- 
θεί ότι Ἐι- Ὀκῃγ. 

Λύση 

Στατρίγωνα ΚΑΔκαιΚκΚΒΙ έχουµε κ, - κ, (ως κατακορυφήν) άρα θα έχουµε: 


Εκ ΚΑ:ΚΔ 


Εξ. ΚΒ.ΚΓ (1) 


ΚΡΓ 

Όμως ΑΒΙ|ΙΓΔ (διότιτο ΑΒΙΓΔ είναι τραπέζιο) επομένως: 
ΚΑ. ΚΕ ΚΑΚΔ., 
ΚΓ ΚΔ ΚΓ.:ΚΗΒ 





.. (ϐ) 


Ελλ 





Απόγις σχέσεις (1) και (2) έχουµε: Ξ]«» Ες Ξξ Εκ 


ΚΡΓ 


110. Λόγος Εμβαδών 


Παράδειγμα 4 
Δύο τρίγωνα ΑΒΓ και ΚΛΜ έχουν Β.Λ-1Ι80 και ΑΞΚ. Να αποδείξετε ότι 


ΒΓ ΑΓ 

ΑΜ ΚΜ΄ 

Λύση 

Για τα τρίγὠωνα ΑΒΙ καιΚΛΜ έχουµε ΑΞΙΚ οπότε: ... 
Εν ΑΓ:ΑΒ 





Γ ΚΜ.ΚΛ 


ΚΛΜ 


Γνωρίζουμε όµως από την υπόθεση ότι Β.« Α--Ι80’ οπότε: 





Εν ΒΘΓ:ΑΒ 
Εν ΑΜ:ΚΛ 
ΡΓ ΑΓ 
Απόγτις(1) και(2) έχουµε: ----------- που είναι και τούμενη σχέση. 
ο) ο μποτ η ζητούµενη σχέση 
Τ. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Άσκηση 1 

Να δείξετε ότι(ΑΡΙ) Ξρίτ-α)-- ρίτ-β) Ξ Ρρ(1-Ύ). όπουρ,, ρρϱ͵ είναι οι ακτίνες τῶν 
παρεγγεγραμµένων κύκλων του τριγώνου ΑΡΙ. 

Λύση 


Είναι(ΑΒΓ)Ξ(ΑΙΒ)Τ(ΑΙΓ)-(1ΒΓ)- 


1 


αρ, 


1 1 1 1 1 
ΙΡ κυρ ο Ὀ 


2 2 ΄ ο ο -- 


1 
2βα(βΎα). 





α-Γβ-Γγ --- αἲβεγ-2α βτεγ-α 
2 ΄ 2. 
Επομένως Ε 5 ρ,(τ-α). Ομοίως και µετους άλλους δύο τύπους. 


Όμωςτ-α 


Άσκηση 2 


Σε κάθε ορθογώνιοτρίγὠνο ΑΒΓ(Α-- ο0ύ)να δείξετεότιρ 


» όπου ρη ακτίνα 


α--β--Υ 
του εγγεγραμµένου κύκλου. 
Λύση 


α-β-Γγ 


Είναι(ΑΡΒΙ)Ξτρς ρ (1) και (ΑΒΙ)Ξ 5 ϱΥγ (2) 


Λόγος Εμβαδών ιν 


β.γ 


αβ-Γγ 
ο ο ΡΥΤ(ΗΡΗΩΡ Ρα βΙΥ' 


1 
Από(1) και (2) έχουµε: 2ΡΥ” 2 


Άσκηση ὁ 
Σεκάθετρίγῶωνο ΑΒΓ να δείξετεύτια 229Ρ:ρ, »όπουρη ακτίνα του εγγεγραμµένου 


κύκλου καιρ͵ η ακτίνα του παρεγγεγραμµένου κύκλου που εφάπτεται στην πλευρά α. 
Λύση 


Εί πι Άρα Ε (τ--α). (1) 

ἶναι α Ξρ:ρ,'τίτ-α 
Εξ(τ-α)ρι(άσκηση 1) . πα 

Χρησιμοποιώνταςτον τύπο του Ἠρωνα η σχέση (1) γίνεται: 


τ(τ-- α)(τ-β)(τ-γ)Ξρ':ριτίτ-α) «5 


«»(τ--β)ίτ-γ)5Ρ:.Ρ. (2) 





Ισχύει 
(κ -«ν) 20 -2ύκ.ήψήν 50 καν Σ2ήκ.γν (0) 


Θέτοντας χΞτ-βκαιψΞτ-γαπότη σχέση (3) έχουµε: 


(2) 
τ-βετ-γΣ2(τ-β)(τ-γ) 92τ-β-γ22ρ.ρ, 9ΦαἲβΤΥ-β-Υ ῶ2ψρ.ρι 3 


α 22.ρ:ρ.. 


Άσκηση 4 
Αν σετρίγωνοισχύει ϱ:ρ.ΞΡΡ'Ριγ. να δείξετε ότιτο τρίγὠνο είναι ορθογώνιο(Α- 90’). 
Λύση 

Β 


Απότον τύπο ἙΞξτρέχουμερς . Και απὀ τον τύπο πο ἆ-α)” 


Β Ε 
Όμοια ΕΞρι(τβ) π ΡΡ” τρ) Επρ(τγ) 5, ο 











τα . 
πν τπ-α 


: ΓΕ ΕΒΕ ΓΕ Ε 
Επομένως:ρριβρρι5--' - Φ(τ-β)' (-γ)ττ'(τ-α) 
ττ-α τ-β τ-γ 











-β αβ-- ΕβΡΕΥ βΕΥ- λ 
ο ----------. -- «α΄ Ξβ΄ γ΄ 5 Α-ο0-. 


12. Λόγος Εμβαδών 


Άσκηση 5 
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΙ. Αν αἌβνα δείξετεύτιατυο 2βτΤ ο Πότε ισχύειτο ίσον; 
Λύση 
Έστω η ζητούμενη σχέση:α του 2 βτΤ ος (1) 
.α ..- -- 
Είναι Ε 2 β Όρ5 ο β (2) οµοίῶςυ - . (2). 
Η σχέση (1) γίνεται απότις (2) και (3): 


-.ΩΏ α-βΣδ0 
απο τα οι ο οι Ιδο το το- ᾱ- 
Ρ α Ρ α α β α β 


1 λ 
2Ε-αβ 5» ο αβημΓς αβ «»ημΓς 1 .που ισχύει. Το ίσον ισχύει όταν Τ - οὐ0ὐ. 


Άσκηση 6 
Σε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ ( Α -- 909) να δείξετε ότι ισχύ- 
νδ 11, 
ει; -- Ξ ρ. “όπου ὃ η διχοτόµοςτης γωνίας Α. 
ἃ γ 
Λύση 





1 1 1 
(ΔΒΓ)Ξ(ΛΒΔΥΑΓΔ) 95 βΥ”:5 ΥδιηΜΑ, '2 βδιημΑ, 5 


1 1 1 
οι 2ΡΥ Ξ 2 Ἰδιημα»᾿ Έ 2βδεημά» «5 (Ρ4Υ) 935 


2 Ἔ 2 
οβ)-32δ (0 1ρβ1.. 2 ο ΡΥ. ν2 ων! ν2 
2 βγ 25, ΡΥ δι Β Υ δι 
Άσκηση 7 
2 
Δίνεται τρίγῶνο µεπλευρές βΞ .. .ΥΞ2και εμβαδόν ΕΞ κ. (1). 
Να υπολογισθεί η πλευρά ατου τριγώνου. 
Λύση 
ὦ βγΨΣ. | 2 
Ως γνωστόν ΕΞ βη ημας -- 2 βΒΥγηµμΑ σημα «32 


Επομένως ΑΞ .. ή ΑΞΙ25'. 
Αν Α:Γ:- 450 απὀτο νόµο τῶν συνημιτόνῶν έχουµε: 


Μ2 


αἱ - β; «γ΄ --2βΥ συνΑ «5 α” 244-292:2349α”2. 
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Αν ΑΞ:- 1350 απότο νόµο των συνημιτόνων έχουµε: 


ν2 


αἱ Ξβ- «ΕΥ΄ --2βΥγ συνΑ «σα 244 292:23- 349 α”19. 


Άσκηση ὃ 
Δίνεται το τραπέζιο ΑΒΙΛ και έστω Άτο σηµείο που τέµνονταιοι µη παράλληλεςπλει- 
ρέςτου και Κτο σηµείο τοµής τῶν διαγωώνίῶν του. Να αποδειχθεί ὀτιτατρίγῶνα ΛΑΙ΄ 
και ΛΒΔΑ είναι ισοδύναμα. καθώς επίσης καιτατρίγὠνα ΚΑλκαικΡΙ. 

Λύση 

Παρατηρούμε ότιτα τρίγωνα ΑΡΒδΔκαι ΑΒΙ εἰναιισοδύναμα 
αφού έχουν την ίδια βάση ΑΒ καιίσα ύψη ( ΔΖΞΤΗ ὡς 
κάθετα τμήματα μεταξύ παράλληλων ευθειών). 


Θα έχουµε δηλαδή (ΑΒΔ)Ξ(ΑΒΓ) (1) 


Αν προσθέσουμε και στα δύο µέλη της (1) το {ΑΛΒ) έχο- 





υμε: 

(ΑΒΔ)(ΑΛΒ) - (ΔΒΓ)4(ΑΛΒ) «9 (ΛΗΒΔ) Ξ(ΛΑΓ) 
Αν αφαιρέσουμε και από τα δύο µέλη της (1)το(ΚΑΒ) έχουµε: 
(ΑΒΔ)--(ΚΑΒ)Ξ(ΑΒΓ)-(ΚΑΒ) «Ξ(ΚΑΔ)Ξ(ΚΒΓ) 


Άσκησηθ 


Αίνεταιτραπέζιο ΑΒΓΑ (ΑΒΙ| ΓΔ) του οποίου οι διαγώνιες ΑΓ και ΒΑ τέμνονται στο Κ. 


Να δειχθεί ότι (ΚΗΡ)΄ Ξ(ΚΑΒ).(ΚΓΔ). 











Λύση 

Τα τρίγὠνα ΚΒΙ και ΚΑΒ έχουν το ίδιο ύψος (που άγεται 
(ΚΕΓ) ΚΓ 

από το Β) οπότε Ξ ------ (1) 
(ΚΑΒ) ΚΑ 

--ύύήὍἛὌὉἳν-υ, 

ε όμοιο τρόπο προκύπτει ότι (ΚΗΓ) ΚΒ (2) 
΄ ΄ ΄ / ΚΙ ΚΔ 
Τα τρίγώνα ΚΑΒ καιζζΓΛ είναι όμοια άρα κα πο 
Απόγις σχέσεις (1) .(2) και (3) έχουµε ότι: 


τη - τν 3 (ΚΗΓ)΄ -(ΚΑΒ).(ΚΓΔ) 
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Άσκηση 10 
Αν κ. Λ. Μ είναι τα µέσα τῶων πλευρών ΒΙ. ΑΙ και ΑΒ αντίστοιχα τριγώνου ΑΒΙ να 

, « Βλ 
βρείτετο λόγο ----. 

ΑΒΓ 
Λύση 
Τα τρίγώνα ΚΛΜ και ΑΒ/ είναι όμοια γιατί Μ. Λ είναι µέσα 
, ΒΙ 

των ΑΒ. ΑΓ αντίστοιχα οπότε ΜΛΞ ο 





ΑΓ 
Με παρόμοιο σκεπτικό έχουµε: ΚΜ - -- και ΚΛ- ο 


Ε 1Υ 1 
οπότε έχουµε λόγο ομοιότητας λ.- Ξ ω. Ἆρα -ΚΑΜ λ - 5) ο 


ΑΡΙ 


Άσκηση 11 
Αν ΑΕ είναιτο ύψος προς την υποτείνουσα ορθογωνίου τριγώνου ΑΒΙ. να αποδείξετε 


δρα. «ἈΒ- 

“δν ΑΓ ᾽ 

Λύση 

Τα τρίγῶνα ΑΒΕ και ΑΓΕ έχουν µια πλευρά κοινή. την ΔΕ οπότεο 
λόγος των εμβαδών τους θα ισούται µε το λόγο των αντίστοιχων 
υψών στην ΑΕ. Δηλαδή 








ότι 


νι ΒΡΕ 











στ Ι 
Βλ ΤΕ 2 
ΒΕ ΑΒΗ΄ 
Ισχύει όμως ότι: κο ῇΕε 2 
χύει όμως πο (2) 


(μετρική σχέση στα ορθογώνια τρίγωνα) 


2 
Απόγις σχέσεις (1) και (2) έχουµε: λες. -- ο που είναι η προς απόδειξη σχέση. 
Έττε ΑΓ 


Άσκηση 12 
Σε ορθογώνιο τρίγὠνο ΑΒ/Γ [Α Ξ-90' «έἔχουμεΑΕΗΞ ὅκαιΑ[ΓΞύ6 φέρνουµετο ύψος 
(ΑΒΕ) 


ΑΕ. Να βρείτετο λόγο (ΤΕ) 0 


Λόγος Εμβαδών Ἱϊ». 


Λύση 


Τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΒΕ και ΓΑΕ: είναι όµοια γιατί β-- ΕΑΓ 
(έχουµε οξείες γωνίες µε πλευρές κάθετες µία προς µία). 


Οπότε: ο) ο. ) 5) ο, 





(ΓΑΕ) ΤΑ) {[6) ο 





Παρατήρηση 
Δείτε, ότιοι ασκήσεις 14 και 15 είναι παρόμοιες. λυµένες µε δύο διαφορετικούὐςτρόπους. 


Άσκηση 132 
Δίνεταιτρίγῶνο ΑΒΙ µεβῆΞΞ2καιΑ[Ι΄Ξ6. Να υπολογίσετετο μήκος τῶν ἴσωνπλευ- 
ρών ισοσκελούς τριγώνου ΔΕΖ, (ΔΕΞΔΖ)., για το οποίο είναι Α --Δ--Ι50' και 
(ΔΕΖ)Ξ2(ΑΒΓ). 
Λύση 


Έστω Χ το μήκος των ΔΕ και ΔΖ. Γνωρίζουμε ότι Α-.Δ- Ι80΄ 
οπότε: 





(ΔΕΖ) . ΔΕ.ΔΖ - 2(ΑΒΓ) οαας 
(ΑΗΓ) ΑΒ.ΑΓ (ΑΒΓ) 3-6 
χ -326«σχ-ό6 





Άρα είναι ΔΗΞ ΔΖ- όσοι. 


Άσκηση 14 

Δίνεται τρίγωνο ΑΡΒΙ καιτυχαίο σηµείο Κ µέσα σε αυτό. Απότο Ι φέρνουμε ΚΛ κάθετη 
στην ΑΒ. ΚΕ κάθετη στην ΒΙ και Κ7 κάθετη στην ΑΙ έτσι ώστε: ΚΔΞΑΒ., ΚΕ ΞΡΙ. 
ΚΖΞΑΙ. Να αποδειχθεί, ὀτι(ΔΕΖ)ΞΞΘ(ΑΒΙ) 

Λύση 


Στοτετράπλευρο ΑΜΚΛ έχουµε ΛΕΜΞ-2-. 


Επομένως Α.Κ-2.-. 
(Το άθροισμα τῶν γωνιών του οποιουδήποτε τετραπλεύρου εἰ- 


ναι 4-). Τα τρίγωνα λοιπόν ΑΒΓ και ΚΔΖ έχουν τις γωνίες 


Α και Κ παραπληρωματικές. 


(ΚΑΖ) ΚΔ.ΚΖ 


(ΒΓ) ο 1.Εποµένως (ΚΔΖ)Ξ(ΑΒΓΕ) 








Επομένως 





Οµοίως (ΚΔΕ)Ξ(ΑΗΓ) και (ΚΖΕ)Ξ(ΑΒΓ). 
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Άρα (ΔΕΖ) --(ΚΔΖ)-Ε(ΚΔΕ): (ΚΖΕ) --3(ΑΒΓ). 
Άσκηση 15 


3 3 3 
Στιςπλευρές ΑΒ.ΡΙ.ΓΑ τριγώνου ΑΒΙ παίρνουµεΑλΞ ς ΑΒ. ΒΕ:Ξ ς ΒΙ και! 7Ξ ς ΑΙ. 


7 
Να δείξετε. ότι(ΔΕ2)Ξ 5 (ΑΡ). 
Λύση 
Τα τρίγωνα ΑΔΖ και ΑΒΙ όχουν κοινή γωνίατην Α. 


ο. 
(ΑΑΖ) ΑΔ.ΑΖ 55 6 () 
(ΑΒΓ) ΑΒ.ΑΓ ΑΒ.ΑΓ 25 








Επομένως 


(ΒΕΔ) 6 (2) οό 
Ομοίως (ΑΗΓ) 25 ( ) και (ΔΗΓ). 25 ( ), 


Προσθέτουμε κατά µέλητις (1). (2). (3): 








(ΑΒΓ)--(ΔΕΖ) 8 ͵ (ΔΕΖ) 18 














(ΑΔΖ) (Β8ΕΔ) (ΕΖ) 8 

(ΑΒΓ) {ΑΒΓ) {ΑΒΓ) 25 (ΑΗ) 25 (ΑΗΓ) 25 
(ΔΕΖ) 18. (ΔΕΖ) 7 ο. 

(ΛΒΓ) ο (ΑΗ) ο (ΔΕΖ)- ος 198) 








Άσκηση 16 
Στην προέκτασητης ΒΙ ενόςτριγώνου ΑΒΙ θεωρούμε σηµείο ΓΚ.τέτοιο ώστε 2ΓΚ-ΡΓ. 
Να αποδείξετε ότι Ερ Ένμ . 

Λύση 

Έχουμε ότι Γ Ί- ὃ ΞΙ50.. 

Βλ ΑΓ:ΒΓ Βλῃ ως 
Εικ ΑΓ.ΓΚ Εικ κ 

Ε 








Άρα θα ισχύει: 





Β/ ΓΕ 
τι - ' «ν ΑΒΤ -3 «» Εώς ος 


αΙικ  ΕΒΓ ΑΓΚ 


Λόγος Εμβαδών πι. 


Άσκηση 17 
Προεκτείνουμετις πλευρές ΑΒ.ΡΒΙ. ΓΑ τριγώνου ΑΒΙ κατά 


τμήματα ΒΔ -- ΙΕ - - και ΑΖ- : αντίστοιχα. 


ἱ. Να υπολογιστεί ο λόγος των εμβαδών τωντριγώνων Δ Β Ζ 


και ΑΒΓ. 





π. Το εμµβαδόντου Δ Β Ζ συναρτήσει των α. β. γ. 
Λύση 


.. ΤἸατρίωνα Α Β Γ και Δ Α Ζ έχουν τις γωνίες Α και Α, παραπληρωματικές. Σύμφωνα µε 
το γνωστό θεώρημα ισχύει: 





Ρε Υ] β 3Υ 
(ΔΑΖ) ΑΖ.ΑΔ 412 423] 
(ΑΒΓ) ΑΒ.ΑΓ  ΥΡ ΒΥ 5 


Ομοίωςτατρίγώνα 2 Γ Ε καιΑ Β Γ έχουν παραπληρωματικέςτη Τ µετη ΤΙ . Άρα: 











β]α 5 
(ΖΓΕ) τ7.τε λα Ίδη ς (0) 
(ΑΒΓ) ΤΑ.ΓΒ βα  βα. 12 


Τα τρίγωνα ΔΗΒΕ και ΑΒΓ έχουν τη β µετη Β, παραπληρωματικές. 











Ίαν] Υ.ήα 
Επομένως (ΔΒΕ) κ ο... ο. ο. - (3) 
(ΑΒΓ) ΒΑ:ΒΓ γ-α γα 3 


Προσθέτουμε κατά µέλητις (1). (2). (3): 


(ΔΑΖ) (ΖΓΕ) (ΔΒΕ) 3 5.2 
(ΑΒΓ) (4Η) (ΑΒ) 8 12 3 

















ο η) 
Ακόμα (ΔΒΓ) Ξ]ι 
(ΔΑΖ)-Ε(ΖΓΕ)-Ε(ΔΒΕ)-(ΑΒΓ) ο δι (ΔΕΖ) 5ο 
(ΑΒΓ) ὃ 12 3 (ΑΒΓ) 24 


Ἡς (ΔΕΖ)ΣΩ(ΑΡΕ)Ξ σρήτίτ-α)ίτβίτ-Ἡ) 
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Δ. ΠΗΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΟΕΜΑΤΑ 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΟΥΣ ΤΥΠΟΥΣ ΤΟΥ ΕΜΒΡΑΛΟΥ ΤΡΗ ΝΟΥ 


1. Σετρίγὠνο ΑΒΙ είναιαΞδ.βΞ6.ΥΞ 12. Να υπολογίσετε: 
α. Το εμβαδόντου ᾖβ. Ταύψητου γ.Τιςακτίνεςρ,.ξκ.Β;, ΒΡΕ... 


2. Σετρίγὠωνο ΑΒ/Ι να δείξετε ότι ϱ, ἵ πο κ 


3. Αν (ΑΗ) 5 ψίτ-β)ίτ-γ) να δείξετε ότι β.«γΞαν2. 


4. Το εμβαδόν τριγώνου ΑΒΙ είναιίσοµετίτ-α.). Να δειχθεί ότι το τρίγῶνο είναι 
ορθογώνιο. 


5. Σε τρίγωνο ΑΒΙ να δειχθούν οι σχέσεις : 


κ Ες - - -- 
πο το ή ως πως 
πρ κ κ κ 


α β γ 


6. Αν Οτο έγκεντροτριγώνου ΑΒΙ .να δειχθούν ότι: 


τα 





α. (ΑΟ) - β.γ β. (ΟΑ)(ΟΒ)(ΟΓ)-- 48ρ 


τ 
7. Η διχοτόµος ΑΔ της εσωτερικής γωνίας Α τριγώνου ΑΒΙ τέμνειτον περιγεγραμµένο 
Κύκλο στο σηµείο Μ. Να αποδείξετεότι. ΜΗ΄ΞΜΑ.ΜΔΞΚ (κ, -ϱ) 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΣΤΟΛΟΓΟΕΜΒΑΛΟΩΟΝ 
1. Σε τρίγωνο ΑΒΙ µε εμβαδό Ε φέρουμετο ύψος ΑΔ. Απότο σηµείο Ζτου ΑΔ. για το 


οποίο είναι στη Ξ- 3 φέρουμε παράλληλη στη ΒΙ που τέµνειτις ΑΒ και ΑΙ στα «και 


4 
Λαντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι(ΑΚΛ)- 25 Ἑ 


(Υπ: Τα τρίγωνα ΑΚΛ και ΑΒΓΙ είναι όμοια) 


2. Προεκτείνουµετις πλευρές ΒΙ, ΤΑ. ΑΒ τριγώνου ΑΒΙ και παίρνουμε αντίστοιχα τα 


ΔΕΖ 
τµήµατα ΤΔΞΡΒΡΙ.  ΑΕΞΙΑκαιΒΖΞ ΑΒ. Να αποδείξετε ότι: στ, ο τι 


(Υπ: Να βρείτε ότι (ΑΕΖ) - 2(ΑΒΓ), (ΒΔΖ) -2{ΑΒΓ) και (ΓΔΕ)- 2(ΑΒΓ)) 
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. Θεωρούμε τα σηµεία Δ και Ε των πλευρών ΑΒ και ΑΙ τριγώνου ΑΒΙ για τα οποία 


1 1 
ισχύει ΑΔ- Ξ ΑΒ καιΑβΕ- η λα αποδειχθεί ότι ΕΞ πα ο. 


Ε 1 
(Υπ: Αποδείξτε ότι --ἵ----- 
Ελ Γ 


. Αν είναι ΑΔ, ΒΕ., ΓΖ τα ύψη οξυγωνίου τριγώνου ΑΒΙ και Η το ορθόκεντρο του να 


ΗΠΑ ΠΕ 2 
αποδειχθεί ότι ---------Ξι. 


Ὅς  Ὁρ ὉΌ 


(Υπ: Τα τρίγώνα ΗΒΙ και ΑΒΙ έχουν κοινή βάση τη Β/) 


.Αν είναι ΑΔ. ΒΕ., ΓΖτα ύψη αμβλυγωνίου τριγώνου µε και Η το ορθόκεντροτουνα 


. ΗΕ ΗΖ 
αποοσιχοξίοε ντ πο πο ο. 
0 


α Όρ ον 


(Υπ: Τα τρίγώνα ΗΒΙ και ΑΒΙ έχουν κοινή βάση τη Β/) 


.Αν Μ και Ν είναιτα µέσα των πλευρών ΒΙ καιΓΔ ενός παραλληλογράμμου ΑΒΓΔ. να 


2 


αποδείξετε ότι Ἑγῃι Ξ ο. ως. 


1 
(Υπ. Εν του. πλ π) 


.Μια ευθεία παράλληλη προς την πλευρά ΒΙ τριγώνου ΑΒΙ τέµνειτις πλευρές ΑΒ και 


ο ο -- 
ΑΡΕ ος ο τρ η : 


(Χπ: ρα κ.λ.π.) 
Β,ι, ΑΔ 


ΑΓ στα σηµεία Δ και Ε αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι Ε 


. Προεκτείνουμετις πλευρές ΒΙ. ΤΑ. ΑΒ τριγώνου ΑΒΙ και παίρνουμε αντίστοιχα τα 


ευθύγραμμα τµήµατα ΓΛΑ--ΒΓ. ΑΕ- ΓΑ και Β7Ζ-- ΑΒ . Να βρείτε το λόγο των 
εμβαδών των τριγώνων ΔΕΖ και ΑΒΙ.: 


(ππι Ε πο κ π.] 


.Να κατασκευαστεί τετράγωνο µε εμβαδό τριπλάσιο του εμβαδού δοσµένου τετραγώ- 
νου. 


(Απ: η πλευρά του θα είναι αν3 ) 





|0' «το ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ ΘΕΜΑ” 


Στιςπλευρές ΑΒ. ΒΙ, ΑΙ τριγώνου παίρνουμε αντίστοιχα τα σηµεία Δ. Ε. Ζ, τέτοια. ώστε 
να είναι ΑΑΞΛλ:ΑΒΕ . ΒΕΞ-λ:ΒΙ και Γ7ΞΞλ.:ΤΓΑ «όπου θς«λ «1 .Ναυὐπολογιστείο 
λόγος των εμβαδών των τριγώνων ΔΕΖ,Και ΑΡΙ. 

(Απ: ολ -2λ--1) 





Κανονικά πολύγῶνα 





Α. ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΝΟΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 


Ένα κυρτό πολύγωνο λέγεται κανονικό. όταν έχει ὀλεςτις πλευρές ίσες και όλεςτις γωνίες 
ίσες μεταξύτους. 


Κάθε κανονικό πολύγωνο είναι εγγράψιµο καιπεριγράψιµο σε δύο οµόκεντρους κύκλους. 
Χαρακτηριστικά ενός κανονικού πολυγώνου - Ορισμοί 


Κέντρο του κανονικού πολυγώνου λέγεταιτο κοινό κέντροτου εγγεγραμµένου καιπερι- 
γεγραμµένου στο πολύγωνο κύκλου. 


Ακτίνα του κανονικού πολυγώνου λέγεται κάθε ακτίνα του 
περιγεγραµµένου κύκλου που καταλήγει σε κορυφή του 
πολυγώνου. Συνήθως συμβολίζεται µε Ε., όπου ν το πλήθος 
των πλευρών του πολυγώνου. 


Απόστημα του κανονικού πολυγώνου λέγεταιη ακτίνα του 
εγγεγραμµένου κύκλου. Συνήθως συμβολίζεταιµµεα,. 





Γωνία του κανονικού πολυγώνου λέγεται η γωνία που σχηματίζεται από δύο διαδοχικές 
πλευρές του. Συμβολίζεται συνήθως µε φ,. Όλες οι γὠνίες 


του κανονικού πολυγώνου εἰναιίσες. Η κάθε γωνία ᾧ, είναι 
εγγεγραμµένη σε (ν--2) ἰσα τόξα. (Το κάθε τόξο αντιστοιχεί 
σε µια οποιαδήποτε πλευρά του πολυγώνου). 


360’ 
ν 





Γι) αυτές ισχύει οτύπος | ᾧ, ΞΙ50’ -- 


(ν είναι ο αριθµός των πλευρών του πολυγώνου). 





Κεντρική γωνία του κανονικού πολυγώνου λέγεται η γωνία που σχηματίζεται από δύο 
διαδοχικές ακτίνες του πολυγώνου. Συμβολίζεται µε ὢ,. 


Κάθε κεντρική γωνία είναι επίκεντρη και βαίνει σετόξο. το οποίο αντιστοιχεί σε µία απότις 
ίσες πλευρέςτου πολυγώνου. 


124. Κανονικά πολύγωνα 


Για κάθε µία από τις ίσες κεντρικές γωνίες ισχύει ο τύπος όπου ν ο αριθµός 





των πλευρών του πολυγώνου. 


Η κεντρική γωνία και η γωνίατου πολυγώνου είναι παραπληρωματικές δηλ.|ῷ, -ῶ, Ξ1850"]. 


Εξωτερική γωνία του κανονικού πολυγώνου λέγεται η οποιαδήποτε γωνία σχηματίζεται 
από µία πλευρά του πολυγώνου και την προέκταση µιας διαδοχικής πλευράςτου. 

Όλες οι εξωτερικές γωνίες είναι ίσες μεταξύ τους αφού είναι παραπληρωματικές των 
αντιστοίχων εσωτερικών ίσων γωνιών. 

Για τον {διο λόγο η εξωτερική γωνία ισούται µετην κεντρική γωνία του πολυγώνου. 


Ισχύει δηλ. 


Ιδιότητες των κανονικών πολυγώνων. 


ο Λύο κανονικά πολύγωνα µε τον {διο αριθµό πλευρών είναι όμοια. 


0 





Η γωνία του καθενός είναι 150: -- , επομένως έχουν όλες τουςτις γωνίες ίσες. 


ο 
Οιπλευρέςτους είναι ανάλογες. 

Ο λόγος ομοιότητάς τους ισούται µε το λόγο τῶν πλευρών τους, το λόγο των ακτίνων 
τους, το λόγο των αποστηµάτων τους και το λόγο των περιµέτρωντους. 


λόγος ο. λόγος - λόγος - λόγος - λόγος 
ομοιότητας πλευρών αποστηµάτων ακτίνων περιµέτρων 


: ὢν Ε ο µ 


μα ν 
π κ΄ Π 





Ο λόγοςτων εμβαδών τους ὣς γνωστόν ισούται µετο τετράγὠνο του λόγου ομοιότητας. 


λόγος -- λόγος 
ομοιότητας 


εμβαδών 





. Κάθε ακτίνα διχοτοµείτην αντίστοιχη γωνία κορυφής. 
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»Αν διαιρέσουµε περιφέρεια κύκλου σεν {σα τόξα: 


α. οιχορδέςπου αντιστοιχούν σε αυτά τα τόξα σχηματίζουν 
κανονικό ν -γῶώνο εγγεγραμμένο στον κύκλο. 


β. οιεφαπτοµένες στα άκρα αυτών των τόξων σχηματίζουν 
κανονικό ν -γωνο περιγεγραμµένο στον κύκλο. 


Τύποιπου αυνδέουν τα στοιχεία ενός κανονικού πολυγώνου. 


όπου α͵ το απόστηµα,λ, ηπλευράκαι κ η 





ακτίνα του πολυγώνου 

(δηλ. η ακτίνα του περιγεγραμµένου κύκλου). 

Ο τύπος αυτός συνδέει την πλευρά µε το απόστηµα και είναι πολύ 
χρήσιμος. 


τα” όπου Ρ, η περίµετροςτου ν - γώνου (πολύγῶνο µε ν πλευρές). 


όπου Ε, το εμβαδόν του πολυγώνου. 





όπου ὢς η γωνία του πολυγώνου. 
(βλέπε απόδειξη άσκηση 12. σελ. 134) 





Είναι οι τύποι που µας δίνουν την πλευρά και το απόστηµα του 2ν - 
γώνου συναρτήσει της ακτίνας και του αποστήµατος του ν - γώνου. (Το 
2ν - γῶνο έχει διπλάσιο αριθµό πλευρών από το ν - γῶνο). Τύποι του 


Αρχιμήδη. 





Στοιχεία βασικών κανονικών πολυγώνων εγγεγραμμένων σε κύκλο µε ακτίνα Ε(συναρτήσει 
της ακτίνας) και τρόπος κατασκευής τους (ο πίνακας που ακολουθεί). 


“ΠΟΛΩΛΏΌΛΧΟ 4ΟΧΙΛΟΛΏΣ 401 

33ΦΩΟΟΣ 211 ΛΑΟΥΞ1Ο1Ό ΛΩΞΟΙ Λῶ1 Ὠοβή γαλ 
1Ο ΟΛΦΛΟΟ131 401 323Φα6ον 1Ο 'αον 
93003Υ1: 21109 ΛΟΧΙΟ1ΟΙΛΛΌ 401 Λῶ3Ο1 ΛΩ1 
Ὀοβή Ὢ1 3Π4ΟΛΟΙΟΙΙ 1Οὰ ΟΥΣΙΕΣ ΛΟ1Ο 
ΟΛΞΗΠΌΟΛΦΛΛΑ ΟΛΦΛΟΟΙ31 3Π4ΟΏΦΡΩΞὰΟΟΙΟΣΙΙ 


Κανονικά πολύγωνα 


Ὅ]η ὉΟΟ1/ 
Ὀ]ή 401 33Φ4600λ 211 ΑΠ4ΟΛΦΩΑΞ 1Οὰ 
ΟΛΩΛ - 01 ΟΧ1ΛΟΛΌ 3Π4ΟΟΩΞὰΟΌΙΟΣΙΙ 


“ὉλΟἨΙΤ1 Ὢ1 Ώ1Ό 
Ο1Ο ο0314γΌλΦή ΟΥ 19Λ13 αολςΑ - ϱ1 
401 ΏΟΞΥΙΙ ᾿ΟΛΟΥ 00Ο 1Όὰ ΟοΞΗ 3ο 
ΟΥΑΙΟΣΙ! 401 ΌΛΙ1ΧΌ ΛΙ 3ΠαοΙΟΦΧ 


Ὅ]ή ΌΟΥ1/ 
Ὀή 401 23ΦΟΟΣ 911 ΑΠ4ΟΛΩΛ3 1Ο 
ΟΛΩΛΟ33 ΟΧΊΛΟΛΟΣ 3Π4ΟΟΩΞὰΟΟ1ΟΣ 


3ΟΥΣ6 401 ΏΛΙ12Ο ΛΙ1 3Η 1Ο140ο1 
2401 μοςοχ ἰι αοιι ΄Ὁ301 ΏλΙΧΟΦΟΙΟ 
ὪΟ] 9 80 ΟΥ ΛΟ1 3Παο)ιόΦΧΥ 


3401 ΏΟΧΟ Ώχ ΑΠᾷΟΛΦΛΞ 1Ο! 
24Ο013ΠΥΌΙ0 931300ι οαο 3Παοφφόά 1] 


ΟΥ 39 ΙΦΌΟλλῃΠ 


126. 


ΕσΝ--- ως 
λνελη 


(εδ) η-Ἡ 


γα το. 
οτ-ολτ {αλ 
σ 

ος ενας Ὕ 

ζ ο : 
ελα . ἅς ΄Υ 

σ γ γ 
ρν 3ατἌ 
Ὢ ὉΠΙ1ΟΟΙΙΥ Ύ ὈόαβΥΙΙ 





οὐ - ᾧ 
οζε- 
ε- Ὁ 
ο00Ι- 
ο0ο-- ῷ 
ο06-- ῷ 


Ὀ]ΛλΩΛ, Ι1Ο1ΛΦΣΙ 


οσε[Ξ- ὁ 
ο80ΓΞ ϕ 
οΡΙΞ ϕ 
ο0ο-- ὁ 
ο0ὔΙ-- ᾿ὁϕ 
ο06-- ὁϕ 
Ὁ]λω 1 


ΟΛΦΛΟ1ΧΟ 
ΟΙΛΟΛΟΣΙ 


ΟΛΩΛΟΛΛΦ1Η 
ΟΊΛΟΛΟΣΙ 


ΟΛΦΛΌΣ80 
ΟΊΛΟΛΟΣΙ 


ΟΛΩΛΊΟ1 
ΟΟΞΥ1ΟΟΙ 


ΟΛΦΛΟ33 
ΟὼΙΛΟΛΟΣΙ 


ΟΛΦΛΦΟΟ13], 
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Ι. ΔΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Άσκηση 1 

α. Να βρεθεί η γωνία.η κεντρική γωνία καιη εξωτερική γωνία ενός κανονικού: 
Ἱ.πενταγώνου Π. δεκαγώνου ΙΙ. δωδεκαγώνου 

β. Ποιο κανονικό ν -γῶνο έχει γωνία ίση µε: 
Ἱ. 1200 π. 1500 ΠΠ. 2050 

γ. Ποιο κανονικό ν - γῶνο έχει κεντρική γωνία ίσε µε: 
Ι. 150 Π. 60 

Λύση 


ο 





α. Γιατη γωνία Φ, ενός κανονικού ν -γώνου ισχύει ᾧ, Ξ150’ - 


ενώ για την κεντρική 


ο 





γωνία ὢ, ισχύει ὢ, -- .Έτσι έχουµε: 








εδι σος -ὃν -360 


ΞΙ0δ” και ὣς - . Ξ 12. 
Η εξωτερική γωνία ισούται µετην κεντρική. 


360’ 




















ο πα .---- 
ὰ 360" 
6) τε τς 36 
10 10 
Φα -26" 
. 3600’ 
]. -19405 - 150 
11. Φι. 2 
Ξ 360’ 
60) -- τε 305 
12 12 
ῷ, Ξ-30". 
β. ἱ. Είναι 
Φ, 140: -. 300 ον 120' ως «» ο. Ξ60 «.νζό. 
Υγ Υ Υγ 


Άρατο ό- γωνο έχειγωνία 1205. 


Π. 150’ --Ι150’ .. 9» -- 
ν ν 


30 ϱὉ ν-]12. 


Δηλ. το 12 -γὠνο έχειγωνία 1505. 


260’ 
ν 





11. 205’ --180--------ν 14,4 
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Επομένως δεν υπάρχειν -γωνο µε γωνία 2055. (πρέπειτον να είναι ακέραιος). 








γ. Είναι ὢ, Ξ 
πε 
ο ο 360’ / ; ; 
ἱ. 15 - -νς20 δηλ.το20-γῶνο έχει κεντρική γωνία 189. 
ν 
οο ο 360’ / / / / 
Ππ. ο Ξ---Ὁὺνξό6θ.Επομένωςτο 60 -γώνο έχεικεντρική γωνία 6». 
ν 
Άσκηση 2 


Σεκάθε κανονικό πεντάγωνο ΑΒΙΔΕ να αποδείξετε ότι: 

α. κάθε διαγώνιος χωρίζει το πεντάγῶνο σε ένα ισοσκελές τραπέζιο και σε ένα ισο- 
σκελές τρίγωὠνο. 

ῇ. από τα σχήµατα. στα οποία χὠρίζεταιτα πεντάγῶνο µε δύο διαγωνίουςτου που δεν 
έχουν κοινό άκρο.το ένα είναι ρόμβος. 


γ.αν Ζ είναιτο σηµείο τοµήςτης ΑΓ µετη ΒΔ. τότεείναι ΑΖ΄ΞΑΓ.ΖΓ. 

Λύση 

α. Θεωρούμετην διαγώνιο ΑΓ του πενταγώνου ΑΒΙΔΕ. 
Τότε αυτή χωρίζειτο πεντάγῶνο στοτετράπλευρο ΑΙΓΛΕ 
και στο τρίγωνο ΑΒΙ. 
Επειδή το πεντάγωνο είναι κανονικό θα ισχύει: 
ΑΒΞΒΓΞΙΔΞΔΕΞΕΑ. 
Αφού ΑΒ Ξ ΒΙ το τρίγωνο ΑΒΙ είναι ισοσκελές. 
Ακόμη επειδή το πεντάγωνο είναι κανονικό θα είναι 
εγγράψιµο σε κύκλο. 





Είναι ΓΔΞΞΕΑ συνεπώς ΓΑ -- ΕΑ .Αν λοιπόν φέρουμε 
βοηθητικά την ΑΔ οι εγγεγραμμµένες γωνίες ΤΑΔ,ΕΔΑ θα είναι ίσες. Επομένως ΑΙ // 


ΕΔ γιατί έχουντις εντός εναλλάξ γωνίεςτους ΓΑΔ. ΕΛΑ ίσες. Άρατο ΑΙΔΕ είναιισοσκελές 
τραπέζιο. 

β. Θεωρούμετις διαγώνιες ΑΙ, ΒΔ του κανονικού πεντα- 
γώνου, ΑΒΓΔΕ οι οποίες έστω ότι τέμνονται στο Ζ. 
Όμοια µε το προηγούμενο ερώτηµα μπορούμε να α- 
ποδείξουµε ότιΑΙ / ΕΔκαιΒΔ//ΕΑ. Άρατοτετρά- 
πλευρο ΑΖΔΕ είναι παραλληλόγραμμο. 

Επειδή ακόµη ισχύει ΔΕΞ ΕΑ συμπεραίνουμε ότιτο 
ΑΖΔΕ είναι ρόµβος. 
γ. Παρατηρούμε ὀτιτατρίγὠνα ΑΒΙ, ΖΒΙ έχουν τη γῶ- 





γνία τους 1 κοινή και ΑΙ Ξ8Βι (εγγεγραμµένες που 
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βαίνουν στα {σα τόξα ΒΙ.Ι Δ αντίστοιχα). 


4 ὁ ΒΙ ΑΙ) 
Άρα ισχύει ΑΒΓ - ΖΒΓ και έχουµε: τε ο ΒΓ΄- ΑΓ.ΖΓ 


Στο προηγούμενο ερώτηµα αποδείξαµε ότιτο ΑΖΔΕ εἰναιρόμβος. Ἀραισχύει ΑΖΞΔΕΞΡΙ 


και η τελευταία ισότητα γίνεται: ΑΖ΄ -ΑΓ.:ΖΓ. 


Άσκηση 3 

Αν ένα κανονικό ν-γῶνο είναι περιγεγραμµένο σε κύκλο (Ο.Ρ) και εγγεγραμμένο σε 

κύκλο (Ο.Ε) κατα, είναιτο απόστηµα κανονικού ν-γῶνου εγγεγραμµένου στον κύκλο 

(Ο.Ρ). να δείξετε ότι: Κα, -ρ΄. 

Λύση 

Γνωρίζουμε το θεώρηµα “Αν δύο κανονικά πολύγῶνα 

έχουν τον ίδιο αριθµό πλευρών, είναι όµοια και τότε ο 

λόγος ομοιότητάς τους είναι ίσος µε το λόγο τῶν απο- 

στηµάτων τους και µε το λόγο των ακτίνων τους”. 

9 Το κανονικό ν-γώνο που είναι περιγεγραµµένο στον 
κύκλο (Ο.Ρ) και εγγεγραμμένο στον κύκλο (Ο.Ε) έχει 
ακτίνα ΕΚ και απόστηµα ρ. 


ο Το κανονικό ν-γώνοπου είναι εγγεγραμμένο στον κύ- 
Κλο (Ο.Ρ) έχει ακτίνα ρ και απόστηµαα,. 

Σύμφωνα µε το θεώρηµα τα δύο κανονικά ν-γῶνα είναι 

όμοια και ο λόγος των αποστηµάτων τους είναι ίσος µε το λόγο των ακτίνων τους. 

Δηλαδή έχουµε: 





κ 
Ῥ -αωχκα -ρ 
α 


Υ 


Άσκηση 4 
Να δειχτεί ότιτο εμβαδόν Ε2, ενός κανονικού 2ν-γώνου εγγεγραμµένου σε κύκλο (Ο.Ε) 


” Ι ” ” ” ” ” ” 
είναι ΕΞ ον όπου Ὁ, είναι η περίµετροςτου κανονικού ν-γώνου ακτίνας Ν. 


Λύση 

Έστω ΑΒ µιαπλευράτου εγγεγραμµένου στον κύκλο (Ο.Β) 
κανονικού ν-γώνου. Τότεθα ισχύειΔΕΠΓΛΑ.,. 

Επειδή το κανονικό 2ν-γὠνο είναι εγγεγραμμένο στον {ίδιο 
κύκλο (Ο. Ε). αν Μ είναιτο µέσο του τόξου ΑΒ θα ισχύει 
ΑΜΠΓΜΕΠΞΓΛΙ. 

Όπως γνωρίζουµεη ΟΜ είναι κάθετη στην ΑΒ και διέρχεται 
από το µέσο της Η. 

Επομένως το τρίγωνο ΟΑΜ έχει εμβαδό: 
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1 Ι ΑΕ | 1 


Άρα το εμβαδό Ε»2, του κανονικού 2ν-γώνου είναι: 


1 Ι Ι 
ον -- 2Ν(ΟΑΜ)Ξ ος κ κο. "τς ο. "Μ 


Άσκηση 5 
Να υπολογίσετε συναρτήσειτης ακτίνας Κ την πλευρά καιτο απόστηµα ενός κανονικού 
12-γῶώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο (Ο.Ε). 

Λύση 

Έστω ότι στον κύκλο (Ο.Ε) εγγράψαµε κανονικό εξάγωὠνο 
και Α, Β είναι δύο διαδοχικές κορυφές αυτού. Τότε θα ισχύει 
Ἁρλεπας. 

Αν Μ είναιτο μέσοτουτόξου ΑΒ τὀτεέχουµε:ΑΜΞΓΜΒΕΞΛ,.. 
Θεωρούμε την διάµετρο ΜΜ΄ του κύκλου (Ο.Ε) καθώς και 
την χορδή του ΑΜ΄. Τότε η γωνία ΜΑΜ΄ είναι ορθή γιατί 
βαίνει σε ημικύκλιο. 

Ακόμη επειδή το ΟΗ είναι απόστηµα της χορδής ΑΒ είναι 


ΑΗ | ΜΜ’. 
Στο ορθογώνιο τρίγὠνο ΑΜΜ΄ έχουµε: 





ΑΜ΄ΞΜΜ΄’΄ΜΗ 95 ΑΜ΄ΞΜΜ΄(ΟΜ-ΟΗ) 5 
Εν 
2 


λ,Ξ2Κ(Κ-αι) 9 λ, τ[κ-δν |» 


λ, κ) (2-92)9λ,ΞΕν2- 3 


2 
/ / ΄ 2 λς .Ἱ 2 / . 
Ακόμη απὀτοντύπο α͵ τε τα. κ΄ έχουμε: 


λ κ΄ (2-93) 
α,Ξρ΄--Ἔσα,ξκ---ἵ----ἵ- 
4 4 
κ΄ κ΄ 
-..ᾳ - ο ἀπ νο., 
αν 4 2499) Φα - - (21993) 95 
αμ 2193 


Επομένωςισχύει: ο λ.,, - Κν2- 2 ο ο, Ξ νλενβ 
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Άσκηση 6 

Δίνεται ένας κύκλος (Ο.Ε) και µια χορδή του ΑΒ ίση προς την πλευρά τετραγώνου 
εγγεγραμµένου στον κύκλο (Ο.Β). Στην ηµιευθεία ΑΒ θεωρούμε ένα σηµείο Τ., τέτοιο 
ὥστε[Α Ξ2ΜΕ.ΑνΙΛΞΧ είναι εφαπτόµενο τµήµα του κύκλου (Ο.Β) . να δείξετε ότι 


κ. λιν2 όπου λι είναι η πλευρά κανονικού οκταγώνου εγγεγραµµένου στον κύκλο 


(Ο.Ε). (Δίνεται λ, -Ε: ο ο Ἰν 

Λύση 

Η πλευρά τετραγώνου εγγεγραµµένου στον κύκλο(ο.Ε) εἰ- 
γαι λ Ξ Ε9φ2. Άρα ισχύει ΑΒΞ Εν2. 


Απότο ] έχουµετο εφαπτόµενο τµήµα ΙΔ καιτην τέμνουσα 
ΑΒ προςτον κύκλο(Ο.Ε). 
Από γνωστό θεώρημα έχουµε: 


ΓΛ΄ -ΓΑ-ΓΒ «9» ΓΔ) -ΓΑ(ΓΑ--ΑΒ) 9» 





ΓΔ) - ΓΑ’ --ΓΑ:ΑΒ Φχ΄ -(2Ε) --2Κ.Εν2 95 


χ΄ -2Ε” (2-2) 9 κ-ν2Κ:ν2-ν2 


Όμως λ, -Ε-.2-- 2 .Ἐπομένωςισχύεικαι χ -2.λ,. 


Άσκηση 7 

Θεωρούμε έναν κύκλο (Ο.Ε) και δύο κάθετες διαµέτρουςτου ΑΒ. ΔΙ. Αν ΜΙ είναι το 
µέσο του ΟΑ και Ν σηµείοτου 08. τέτοιο ώστενα είναι ΜΝΞ ΜΙ,να δείξετεότιδ λες, 
ΟΝΞλι. ὁπου λε, λιῃ είναι οι πλευρές κανονικού πενταγώνου και κανονικού δεκαγώ- 
νου που έχουν ακτίνα Π. 


δίνονται λ. σσ νι --29. αν -δ-]. 


Λύση 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΜΓΤ από το Πυθαγόρειο θεώρη- 
μα έχουµε: 


2 
ΜΓ΄ ΞΟΓΓΟΜ΄ ΦΜΤ΄Ξ- κ΄ 5] 





«5ΜΓ - 


δε Ενς5 Εν 
4 


ΩΜΓΞ «ΆραΜΝΞΜΓΞ.7- 





ο ΣτοτρίγωνοΙΜΝ σύμφωνα µετην γενίκευση του Πυθα- 
γορείου θεωρήματος έχουµε: 
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2 2 
ΝΓ: --ΜΝΖ «ΜΙ:- 2ΜΝ.ΟΜ «ΣΝΙΙ -5- ..... ο ννν δεν 


4 2 


2 2 2 
πια. ο ον ν 5 ΝΓ2 στ -[ιο--2ὴ5) 5 
4 4 4 


νε. 10--295 --λ, 





9 Ακόμη έχουµε: ΟΝΞΜΝ-- οµ- σος -- σ(νδ--)-λι 


Άσκηση ὃ 
Δίνεται ένα κανονικό εξάγὠνο µεπλευρά α και ένα σηµείο Σ στο εσωτερικότου. Να 
υπολογίσετε συναρτησειτου α το άθροισµα τῶν αποστάσεωντου Σ απότις πλευρές 
του εξαγώνου. 

Λύση 

Έστω ΑΒΙΛΕΖΤΛΤΟ δεδομένο κανονικό εξάγωνο και Οτο 
κέντρο του. 

Τότε όπως γνωρίζουμε τα τρίγὠνα ΟΑΡΒ. ΟΡΙ, ΟΓΔ. 0ΔΕ, 
ΟΕΖ, Ο2Α είναι ισόπλευρα µε πλευρά α. (Στο σχήμα δεν 
σημειώνονται ). 

Άρα το κανονικό εξάγωνο έχει εμβαδό: 


αν 3493 
2 
Έστῶ Σι, Σ.,Σ.,ΣΣς, Σς οιπροβολέςτου Σ στις πλευρές ΑΒ. 

ΒΙΓ.ΤΔ.ΔΕ,ΕΖ. ΖΑτου εξαγώνου αντίστοιχα. Τότε έχουµε: 


(ΣΑΕ): (ΣΒΓ)--(ΣΓΔ):(ΣΔΕ)-Γ(ΣΕΖ)Ε(ΣΖΑ)-(ΔΒΓΔΕΖ) ο 
1 30/43 
2 ο» 


1 1 1 1 1 
ο νο. ος ως ποτ ος Ξ 


30ἱ” . 








(ΑΒΓΛΕΖ)--6(ΟΑΒ)-ό6 











ΘΑ ΣΑΣ 2ΣΕ ΣΣ 2Η, 


ΣΣ, «ΣΣ. «ΣΣ, «ΣΣ, «ΣΣ. «ΣΣ, -3αψ3. 


Άσκηση 

Επόάνω στις πλευρές κανονικού εξαγώνου εκτός αυτού κατασκευάζουµε τετράγωνα. Να 
αποδειχθεί ότιοι κορυφές των τετραγώνων που δεν είναι κορυφέςτου εξαγώνου είναι 
κορυφές κανονικού δωδεκαγώνου και να υπολογισθεί ολόγος των εμβαδών του εξαγώ- 


Ευ 
Β δωδ 





νου προς το δωδεκάγωῶωνο δηλαδή 
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Λύση 

Όλα τα τετράγωνα έχουν ίσες πλευρές. Επομένωςτοτρί- 
γωνο Β6ΘΙ είναι ισοσκελές. 

Η γωνία του κανονικού εξαγώνου είναι: 


φ, ο. ο 


Οιγωνίες Β. και Β. είναι ορθές. Επομένως Β, -60", 


δηλ. το τρίγῶνο ΒΘΙ είναι ισόπλευρο και θΘΙΞΛ.ΞΚ. 





Επομένως όλες οιπλευρέςτου δωδεκαγώνου είναιίσες. 
Πρέπει να δείξουµε ότικαι οι γωνίεςτου είναιίσες. Αυτό 


ισχύει αφού: θῖκ Ξ- ΙΒ: ΒΙΚ -60:-εο0’ --Ι50" .. Ἐπομένωςτο δωδεκάγωνο είναι κανονι- 
κό αφού έχει ὀόλεςτις πλευρές του ίσες και όλεςτις γωνίες ίσες. 
Το εμβαδόν του ισούται µετο εμβαδόν του κανονικού εξαγώνου συν τα εμβαδά 6 τετραγώ- 
νων συν τα εµβαδά 6 ισόπλευρων τριγώνων. Επομένως 

3Ε/ /3 Εν 


ΕΞ ΕΙ ΕδΕι Ἔθειρα Ξ- Σ6Κ΄ 6 


τετ τρι 
ρ Ριγ 2 ἀ 








-3Ε8 9432-68” -3Ρ΄ (5.2) 


18 3 
Εὰ - 2 93 


Βτωδ Ὅ 3 (3342) 299 --2) | 








Ἆρα 


Άσκηση 10 

Δίνεταιτετράγωνο ΑΒΙΛ εγγεγραμμένο σεκύκλο(θ.ΕΒ). Ἐστω Ζτομµέσοντης[Δ. Η Α΄, 

τέμνει την περιφέρεια του κύκλου στο 8. Να υπολογισθείτοτµήµα 260. 

Λύση 

Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΑΔΖ έχουµε απότο Πυθαγόρειο Θεώρημα: 
λ} ος 

ΑΖ΄Ξ- ΑΔ ΕΔΖ 9 ΑΖ᾽Ξλ [5 5 α.- νο 

Οι ΑΘ καιΓΛ είναι δύο χορδέςτου κύκλου και σύμφωνα µεγνο- 

στή µετρική σχέση έχουµε: 





ο 


2 
Κν2 
λ, 2. Ενι0 


25 25 20 





5»7- 
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Άσκηση 11 

Να βρεθεί ο λόγος τῶν εμβαδών δύο κανονικών εξαγώνων από τα οποία το ένα είναι 
εγγεγραμμένο καιτο άλλο περιγεγραμµένο στον ίδιο κύκλο. 

Λύση 

Τα δύο εξάγῶώνα είναι όµοια, αφού είναι κανονικά και έχουν 

τον {ίδιο αριθµό πλευρών. Όπως γνωρίζουμε, ο λόγος των 

εμβαδών δύο ομοίων πολυγώνων ισούται µε το τετράγωνο 

του λόγου ομοιότητας. Λόγος ομοιότητας είναι ο λόγος δύο 

πλευρών ή δύο αποστηµάτων. Έτσι έχουµε: 


Εφ} 
ρς]- 2} ηλ 3 





Ε΄ 49 4 


ΠΙαρατήηρήστε ότι το απόὀστήµα του περιγεγραμµένου εζαγώνου είναι ακτίνα του κύκλου. 


Άσκηση 12 
Να υπολογισθεί η πλευρά λ, καιτο απόστηµα α,͵ κανονικού ν-γώνου συναρτήσειτης 
κεντρικήςτου γὠνίαςκαιτης ακτίνας του περιγεγραµµένου κύκλου. 

Λύση 

Έστω ΑΒ λ,͵ η πλευρά του κανονικού ν-γώνου καιΟΚ -α,͵ 
το απόστηµατου ν-γώνου. 


Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΚΑ έχουμε: 
λ 


ω ΑΚ 2. λ 
μμ τπτ πττ-- τ- τ-- 
2 ΟΑ Ες 2 





Επομένως: λ, Ξ 2κημ 





κ α Ωω 
Ακόμα: ο -ᾱ-- -- - δηλ. αν ΞΒσυν-- 
2 ΟΑ ἙἘ 2 


Άσκηση 139 

Να περιγραφεί κανονικό εξάγῶνο σε κύκλο (0.Ε). Στη συνέχεια να υπολογισθεί η πλευ- 
ράτου καιτο εμβαδόν του συναρτήσειτης ακτίνας Π. 

Λύση 

Έστω κύκλος(θ.Β). Εγγράφουµε σε αυτόν ένα κανονικό εξάγωνο. Στις κορυφέςτου εξαγά- 
νου αυτού, οι οποίες είναι σηµεία του κύκλου. φέρνουμετις εφαπτόµενεςτου κύκλου. Έτσι 
σχηματίζεται το εξάγωνο το περιγεγραμµένο στον κύκλο. (Μετον ίδιο τρόπο μπορούμενα 
κατασκευάσουµε οποιοδήποτε ν-γῶνο περιγεγραμμµένο σε κύκλο. αρκεί να έχουµε πρώτα 
κατασκευάσειτο αντίστοιχο ν-γώνο το εγγεγραμμένο στον {διο κύκλο). 
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Τα δύο εξάγωνα είναι όµοια αφού είναι κανονικά. 


Ε92 
λ. ο. λ. ἙἘ 
. 2Ε 292 


σα 3 


(είναι ας. Ξ Κ). 








. Ι --- . . 2Κ 
Για το εμβαδόν έχουµε: Ες οἳ 6 ας Ξ 5 θλς ας -αοξλνὸκ- 29293. 


Άσκηση 14 

Σεκύκλο (0.Ε) εγγράφουμεισόπλευρο τρίγωνο πλευράς λ., καιτετράγωνοπλευράς λ,͵ για 
τα οποία ισχύει λ. Γλ,-10. Να υπολογιστεί η ακτίνα Ἀ του κύκλου καιτα αποστήµατάτους. 
Λύση 

Είναι λ, - Ῥν2 και λ Ξ Ρν2 


Οπότε:λ/λ.-10 9 Εν» «ΕνΣΞΙθο Εκ ------ ΦΚ ΞΙΟ(β--ν2) 


δρ 


Εκ 
Για τα αποστήµατα έχουµε: α. Ξ - δηλαδή α, Ξ-»5 (8 -ν2 


καια,-νς -δ(ῇ -ἡδ) νδ --δὐσ(νβ--Μ) 
Επομένως α, -δν2(ν» -ν2) 


Άσκηση 15 
Σεκύκλο(θ.Ε) µε κ-2.εγγράφουμε κανονικό εξάγωώνο. Μετρεις απότις 6κορυφέςτου. 
κατασκευάζουμεισοσκελέςτρίγὠνο εγγεγραμμένο στον 
κύκλο (όπως στο σχήμα). Να υπολογιστεί το εμβαδόν 
των τμηµάτωντου εξαγώνου που βρίσκονται εκτόςτου 
τριγώνου (γραμμοσκιασμµένα). 

Λύση 

Για το εμβαδόν του εξαγώνου ισχύει: 


1 Εώδ 2292 


Ες σόλο "αι ας κτο-- . 





Για το εμβαδόν του τριγώνου ισχύει: 
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λνς (κνδ) νς οκ νο. 


Ε,--- 
4 4 4 





Έστω Ε το ζητούμενο εμβαδόν 








2 2 2 
Ε--Ε. Εν 229» 29 ος 
το. 2 4 4 


1. ΗΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΟΘΟΕΜΑΊΤΑ 


1. Να γράψετε στο τετράδιό σαςτον αριθµό της πρότασης και δίπλα σ᾽ αυτόν την ένδειξη 
Σωστό(Σ))ή Δάθος(λΛ)που χαρακτηρίζειτην πρόταση. 


α. Η γωνία ενός κανονικού πολυγώνου καιη κεντρική του γωνία είναι παραπληρωμα- 
τικές. 


β. Δύο πολύγωνα µε τον ίδιο αριθµό πλευρών είναι όμοια. 

γ. Ένα κυρτό πολύγωνοπου έχει όλες του τις γωνίες ίσες είναι κανονικό. 

δὃ. Ένα κυρτό πολύγῶνοπου έχει όλες του τις πλευρές ίσες είναι κανονικό. 
360 


ζ. ΗΠ κεντρική γωνία ενός κανονικού ν-γώνου δίνεται από τον τύπο ὢν Ξ 
ν 





/ Φ ῷ 2 ΄ Γ / / 
η. Ο τύπος 4α: - 4Κ΄ -λ, συνδέειτην πλευράλ,, το απόστηµαα, καιτην ακτίνα κ 


του περιγεγραμµένου κύκλου κανονικού ν-γώνου. 


2. Να γράψετε στο τετράδιό σας τον αριθµό της ερώτησης και δίπλα σ᾽ αυτόν το γράμμα 
που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση. 


1. Το κανονικό πολύγῶνο. που η εξωτερική του γωνία είναι ορθή. είναι: 
Α. ισόπλευρο τρίγῶνο Β. τετράγωνο 
ΓΕ. κανονικό πεντάγωνο Δ. κανονικό εξάγώνο 
Ε. κανονικό δεκάγώνο 


ΗΙ. Το κανονικό πολύγωνο, που η εξωτερική του γωνία είναι αµβλεία, είναι: 
Α. ισόπλευρο τρίγῶωνο Β. τετράγωνο 
ΓΕ. πεντάγὠνο Δ. εξάγωνο 
Ε. οκτάγῶνο 


1Η. Εάν η κεντρική γωνία κανονικού πολυγώνου εγγεγραµµένου σεκύκλο ακτίνας Ε. 
είναι 606, τότε η πλευρά του (συναρτήσειτου Ε. είναι: 


Α. Ξ Β. Ενώ Γ 28 Α. Εν2 Ε.Ε 
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στ. 


Λ 


Λ 
ΙΝ. Αν Φ,͵ είναι µία από τις ίσες γωνίες ενός κανονικού ν-γώνου τότε Φ, ισούται µε: 





0 0 0 
Α. 180) «ος Β. ι0’--5ο ΙΤ. 360. δε 
γ γ γ 
0 0 
Δ. 260’ -ε ο Ε. ες 
γ γ 


γΥ. Ἡ πλευρά λιτετραγώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο ακτίνας Ε είναι: 


Ἀ, σΚν2 Β. Ε Γ. Εφ2 Δ. Ε2ν2 Ε. σνΣ 


Υ]. Το κανονικό πολύγῶνο µε γωνία 1050 είναι: 


Α. τετράγωνο Β. πεντάγὠνο 


ΓΕ. εξάγωνο 
Δ. οκτάγωνο 


Ε. δεκάγωνο 


ΥΠ. Το απόστημα α. ισοπλεύρου τριγώνου, εγγεγραµµένου σε κύκλο ακτίνας Ε είναι: 


ΓΕ. 
2 


1 Εφ 1 ΚΕ 
Α. σκν» Β. Εν» τε Δ. Ἐν2 . 


ΙΧ. Να συμπληρώσετετον παρακάτω πίνακα. 


ν: πλήθος λ; πλευρά 
πλευρών κανονικού 
πολυγώνου 


α,: απόστηµα Ε: εμβαδόν 
κανονικού κανονικού 


ν-γώνου ν-γώνου 


κανονικού 
ν-γώνου 




















3. Το εμβαδόν ισοπλεύρου τριγώνου εγγεγραµµένου σε κύκλο είναι 1292οπι”.. Να βρεθεί 
η πλευρά καιτο εμβαδόν του εγγεγραµµένου στον {ίδιο κύκλο τετραγώνου. 


4. Το εμβαδόν του τετραγώνου του εγγεγραμµένου σε κύκλο (Ο. Ε) είναι κατά 


(ς νὰ )απι2 µεγαλύτεροτου εμβαδού του εγγεγραμμένου ισοπλεύρου τριγώνου. Να 
βρεθεί η ακτίνα του κύκλου και εμβαδά των πολυγώνων. 


135. Κανονικά πολύγῶνα 


5. Να υπολογισθούν τα Ες, Ες, Ει» στα αντίστοιχα πολύγώνα τα εγγεγραμμένα σε κύκλο 
(0Ο. 8). 


6. Θεωρούμε ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ Α -- ο0ϱ) .Με πλευρές β. γ. α κατασκευάζουµε 
κανονικά πολύγωνα µε τον {διο αριθµό πλευρών, που έχουν εµβαδά αντίστοιχα 


Ερ.Ε,,Εα. Να αποδειχθεί ότι Β,ΕΕ; ΞΕ, (1). 


7. Δίνεται κανονικό εξάγώνο ΑΙΑ.,...Α εγγεγραμμένο σεκύκλο (Ο, Κ). Αν Μ είναιτο 


µέσο της χορδής Α.Α. καιη ευθεία ΑΜ τέμνειτον κύκλο στο Β, να αποδείξετε ότι; 


ΑΙΜΞ7:ΜΡ. 


δ.Σε κύκλο (Ο.ΕΒ) παίρνουμε διαδοχικά τόξα ΛΒ - 60”, ΒΓ . 90”, ΓΔ Ξ120’. Να βρεθεί 
το εμβαδό του τετραπλεύρου ΑΒΙΔ. 


9. Δίνεται κύκλος (Ο.Β) καιχορδήτου ΕΙ ΙΓ ο Φέρνουµε δύο χορδές ΒΖκαιΓΈ του 
κύκλου οἱ οποίες τέμνονται στο Α ώστε ΑΖ-λικαιΔδε-λς. 


1 
Ι.Δείἔτε ότι (ΑΒΕ)- 2{ΑΓ2) 


Π. Αν ΑΔ διχοτόμος του τριγώνου ΑΒΙ να υπολογίσετετα τµήµατα ΔΒ και ΔΙ. 


10. Δίνεται κύκλος (Ο.Ε) καιχορδή ΓΔ” λς. Φέρνουμε τυχαία ευθεία επου διέρχεται από 
το κέντρο Ο και εκατέρῶθεν του Ο παίρνουµεσηµεία Α.Β ώστεΟΑ”- 0ΟΒ-α..Αν Μ 


μέσον της ΓΛ δείὅτε ότι ΜΑ΄ «ΜΕΗ΄ -λ. 


11. Δίνεται κύκλος (Ο. Ε) και διάµετρος ΒΙ. Προς το {ίδιο µέρος της ΒΙΓ παίρνουμε τα 
σηµεία ΔκαιΗ του κύκλου ώστε: ΒΔ” λς,ΤΗΠΓ-λι». Αν οιχορδές ΒΗ και ΓΔ τέμνονται 
στο Α τότε: 


ι εἰ τεότ 


Π. αξ [1Η ν3)β όπου α, β οι πλευρές του ΑΒΓ 


ΠΗΙ. Να υπολογιστείτολι, συναρτήσειτου Κ. 


12. Έστω κανονικό ν-γώνο ΑΒΙΓΔ... Αν ΒΕ η διχοτόµοςτης γωνίας ΔΒΓΙΓ και ΑΒΕ το. 
να βρεθεί το πλήθος των πλευρών του πολυγώνου. 


13. Σε κανονικό δεκάγωνο ΑΒΙΓΔ... η προέκταση τῆς πλευράς ΑΒ τέμνει το φορέα της 
ακτίναις ΟΓ σε σηµείο Μ. Δείξέτεότι ΑΜΞ ΑΔ. 
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150. 


Ε, “ΤΟ ΞΕΧΟΡΙΣΤΟΟΘΕΜΑ” 


1. Κανονικό εξάγωὠωνο ΑΒΙΓΛΕΖ, είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο. Β). Αν Μ µέσο ΑΒ και 


η ΓΜ τέµνειτον κύκλο στο Η. δείξτε ότι: (ΗΑΡΒ)- ΑΣ(ΑΒΓΛΕΖ) ' 


2. Δίνεται κύκλος(Ο. Κ)καιχορδήτου ΑΒ ΠΓλ.. Αν Ν σηµείο του κυρτογώνιου τόξου 


ΑΒ ώστε ΑΝΙΞ2 και ΜΒ 5να υπολογισθείη ακτίνα Ε του κύκλου. 


3. Κανονικό εξάγωνο ΑΒΓΛΕΖ, είναι εγγεγραμμένο σεκύκλο(Ο. Εξ). Αν ΚΚ. Μ µέσα των 


ΒΓ και ΔΕ αντίστοιχα να βρεθείτο εμβαδό τουτριγώνου ΑΚΜ. 
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ΑΠΑΡΑΙΤΗΤΕΣ ΓΝΩΣΕΙΣ ΘΕΩΡΙΑΣ 


Μήκος κύκλου 


Μήκος τόξου µ᾿ 


Μήκος τόξου α ταά 


Εμβαδόν κυκλικού δίσκου 


Εμβαδόν κυκλικού τοµέα µ. 


Εμβαδόν κυκλικού τοµέα α ταά 


Εμβαδόν κυκλικού τμήματος 


ΦΦΦΦΩΦΟ) 


αταά 


αταά 


ο 


[--οπι. 
ο πμ 
150 
έ-α.κ 
Ε-πβ΄ 
Β πε΄µ 
360 
ν΄ 
2 


Εν σο ο. υ ος 
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Β. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Άσκηση 1 

Το μήκος ενός τόξου κύκλου µε ακτίνα ΚΞ12 είναι 9 3π. Να βρείτε πόσωῶν μοιρών 
είναι το τόξο. 

Λύση 

Από την θεωρία γνωρίζουμε ότιτο μήκος 5 ενός τόξου μό κύκλου ακτίνας ΚΕ. δίνεται από 
πμμ 

150 


τον τύπο: 


12 
Άρα µε αντικατάσταση όπου δΞ ὂπκαιΚκΞ 12 παίρνουμε: ὃπ- .. Φμ-άᾶδ. 


Άσκηση 2 
Δίνεται ένας κύκλος (Ο.Ε) και διαδοχικά τα σηµεία του Α.Β.Γ,. ώστε να είναι 
ΑΒ- ΕΒΜ2.ΒΓ- ΕΜ2. Να βρεθούν τα µήκη των τόξων ΛΒ.ΒΓ και ΓΑ ὡς συνάρτηση 
του Ν. 

Λύση 

Όπως γνωρίζουμε ένα τετράγῶώνο και ένα ισόπλευρο τρίγωνο 
λ, Ξ Εν2 

λ Ξ Εν 
Συμπεραίνουμελοιπόν ὀτιοιχορδές ΑΒ. ΒΙ του κύκλου (Ο.Ε) 


είναι πλευρές τετραγώνου καιισοπλεύρου τριγώνου. εγγεγραμ- 
μένα στον κύκλο αυτό αντίστοιχα. 


εγγεγραμμένα σεκύκλο(Ο.Ε) έχουν πλευρές: 





; / / ΄ / ο. ος 0 
Επειδή το τετράγῶνο έχει κεντρική γωνία ᾳ,Ξ90 καιτο 


ΆΡ -- ο" 
ΒΙ -- 120: 


ισόπλευρο τρίγωνο έχει κεντρική γωνία ᾳ. Ξ 120’ συμπεραίνουμε ότι: | 


Από την θεωρία γνωρίζουμε ότιτο μήκος 5 ενός τόξου μό κύκλου ακτίνας ΚΕ. δίνεται από 








τον τύπο: ο. 
150 
» Άρατο µήκοςτου τόξου ΑΒ είναι: ο. ανα, -Ε. 
150. 2 
.Το μήκος του τόξου Β1 είναι: 5, - ι- Ξ- κ 


«Το µήκος το τόξου ΓΑ επειδή ισχύει: ΓΑ --3600 --ΑΒ--ΒΙ --360/ --ο0: --1203 -- 1500 
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πΕΙδΟ 5 


είναι: ο, Ξ η . 





Άσκηση 3 

Δίνεται ένας κύκλος(Ο.ΚΞΞΊ1) και ένατετράγὠωνοΑββΙΛμε 
πλευρά 1. τοποθετημένο. όπως φαίνεται στο σχήμα |. Στρέ- 
φουμε το τετράγῶὠνο γύρο από το σηµείο Γ κατά τη φορά 


σηµείο του κύκλου. Να βρεθείτο μήκος του τόξου που δια- (σσ 
Λύση Επ τα! 


στροφής τῶν δεικτών ενός ρολογιού µέχρι το Δ να γίνει 
γράφεται απότοΑ. 
Έστω Α΄, Β΄. Δ΄ οι νέες κορυφέςτου τετραγώνου ΑΒΓΛ όταν (Σχήµα |) 


στραφεί γύρο από το σηµείο Ι (Βλέπε σχήμα 11). 





Παρατηρούμε ότιτο ζητούμενο τόξο ΆΑ᾽ ανήκει στον Κύκλο µε κέντρο και ακτίνα ΑΙ. 

Αφού η ΑΓ είναι διαγώνιοςτου τετραγώνου. έχουµε: 
ΑΓΞΑΒ.Μ2Ξ1.Μ2Ξ 2. 

Όπως γνωρίζουμε τη πλευρά κανονικού εξαγώνου εγγεγραμ- 

µένου σεκύκλο(Ο.Ε) είναι λ.ΞΚ. 

Επειδή λοιπόν ισχύει ΒΙ ΞΤΔ΄ΞΕ συμπεραίνουμε ότι οι χορ- 

δές ΒΙ;, ΓΛ΄ είναι διαδοχικές πλευρές κανονικού εξαγώνου 


εγγεγραμµένου στον κύκλο(Ο.Ε). Άρα η γωνία ΒΓΔ΄ είναι 
γωνία κανονικού εξαγώνου καιισχύει; (Σχήµα 11) 


Λ Λ 0 
ΒΓΔ΄Ξ ϕΞ180’ - νὴ 





Επειδή οι διαγώνιεςτου τετραγώνου διχοτομούν τις γωνίεςτου. έχουµε: (σχήμα 11) 
ΑΓΑ΄--ΒΓΔ΄- ΑΓΒ- ΑΤΔ΄--120’ --45) - 45) -- 300. 


τος .ΑΓ:20 2 
Επομένωςτο τόξο ΑΑ΄ έχει μήκος: 5 πο - ΞΞ . 





Άσκηση 4 

Δίνεται ένα κανονικό εξάγωνο ΑΒΙΛΔΕΖ κέντρου Ο καιγῶ- 
νία χΟΥ -60’. Να υπολογιστεί το εμβαδό του κοινού µέ- 
ρουςτου κανονικού εξαγώνου καιτης γωνίας ὡς συνάρτη- 
ση τηςπλευράς ατου εξαγώνου. 

Λύση 

Έστω ότι οι πλευρές ΟΧ. ΟΥ της γωνίας ΧΟΥ τέμνουν τις 
πλευρές ΑΒ. ΒΙ του εξαγώνου στα Κ. Δ αντίστοιχα. Τότε 
παρατηρούμε ότιτο κοινό µέροςτου εξαγώνου ΑΒΙΔΕΖ και 
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της γωνίας χΟΥ είναι το τετραπλευρικό χωρίο ΟΚΒΛ. 

Όπως γνωρίζουμε το κανονικό εξάγωνο έχει πλευρά ίση µε την ακτίνα του. Άρα το 
τρίγωνο ΟΒΙ είναι ισόπλευρο µεπλευράα. 

Παρατηρούμε ὀτιτατρίγωνα ΟΒΚ. ΟΓΛ είναι ίσα γιατί έχουν: 


(ΕΟΓ -α 

ο ,-- κΟΥ--ΒΟΛ - 60’ --ΒΟΛΑ 

.0,Ξ0, επειδή ισχύει: ὁ ) νά --- ο 
Ο,.ΞΒΟΓ-ΒΟΛ- 60’ -ΒΟΛ 


. Β, - 5 γιατί οι γωνίες Β, και 5 είναι εγγεγραμµένες στον κύκλο (Ο.Β) καιβαίνουν 
στα ίσα τόξα ΛΕ --1200 και Β7--120' αντίστοιχα. 


Άρα ισχύει ΟΒΚ -ΟΓΛ και επομένως(ΟΒΚ)Ξ(ΟΓΛ). Το εμβαδόν λοιπόν του τετρα- 
πλευρικού χωρίου ΟΚΒΛ είναι: 
αὖ ν2 
4 
Επομένως το εμβαδόν Ε. του κοινού µέρους του κανονικού εξαγώνου και της γωνίας 


αἲ 2 


4 





(ΟΚΒΛ) -(ΟΒΛ)«:(οΒΚ)-- (ΟΒΛ)-« (ΟΓΑ) -(οΒΓ) - 


χΟΥ -Ξ.60’ δίνεται από την σχέση: Ἔ- 





Άσκηση 5 
Δίνονται δύο οµόκεντροι κύκλοι (Ο.Β). (Ο.Ρ) µε 2ρ. Το 
µέροςτου κυκλικού δίσκου (Ο.Ε) στο οποίο δεν ανήκουν τα 
εσωτερικά σηµεία του κύκλου (Ο.Ρ) λέγεται κυκλικός δακτύ- 
λιος. Να δείξετε ότι: 

α. Το εμβαδόν Ε.του κυκλικού δακτυλίου δίνεται από τον τύπο: 
Εσπ( τρ) (Ν-ϱ) 

β. Το εμβαδόν Ε είναι ίσο προς το εμβαδόν ενός κύκλου που 
έχει διάμετρο µια χορδή του (Ο.Ε) η οποία εφάπτεταιτου 
(Ο,ρ). 

Λύση 

α. Παρατηρούμε ότιτο εμβαδόν του κυκλικού δακτυλίου εἰ- 
ναιίσο µετη διαφορά των εμβαδών των κυκλικών δίσκων 
(Ο.Ε) και(Ο.ρ). Άρα έχουµε: 


ΕΞ πε’ --πρ’ θπ(ξ΄’ -ρ)Ξπ(Κ-ερ)(-ϱ). 








β. Θεωρούμε χορδή ΑΒ του κύκλου (Ο.Β) η οποία εφάπτεται 
του (Ο.Ρ) έστω στο Μ. Τότε θα ισχύει ΟΜ Ι ΑΒ δηλαδή 
το ΟΜ θα είναι το απόστηµα της χορδής ΑΒ. Άρατο Μ θα 
είναι το µέσο της χορδής ΑΒ. 
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ΑΒ} 
Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΑΜ έχουµε: ΑΜ΄ -ΟΑ΄- ΟΜ΄ 9» κε Ξκ΄--ρ' (1) 


Στο προηγούμενο ερώτηµα αποδείξαµε ότι Επ (κ -- ρ)) (2) 


ΑΒ} 
Απόγτην (1) καιτην (2) προκύπτει: Ε-π ο 


Από την τελευταία σχέση συμπεραίνουμε ότιτο εμβαδό Ε είναι ίσο µετο εμβαδό ενός 


κύκλου που έχει ακτίνα Ὁ , δηλαδή έχει διάµετρο ΑΒ. 


Άσκηση 6 
Να βρεθεί ολόγος των εμβαδών τῶν δύο τμημάτων. στα οποία χωρίζεται ένας κύκλος 
από μιαχορδήτουΑβΒΓΞλ.. 

Λύση 

Θεωρούμε κύκλο(Ο.Ε) καιτη χορδήτου ΑΒ “λε. Όπως γνωρί- 
ζουμετο τρίγωνο ΟΑΒ εἰναιισόπλευρο μεπλευρά ΑΒΠΞλ-.- Κ. 
Θα συµβολίσουµε µε τι. 1, τα εµβαδά τῶν δύο τμημάτων που 
χωρίζεται ο κύκλος απὀ την χορδή ΑΒ. 











2 2 
Έχουμε: τι ωτ, (ΟΑΒ) - ο .. . - 
πε κὐνο π393 


6 4 12 


ου ας λνλ κ: 12 24393 10π43ν 2. 


1 12 12 
Επομένως ο λόγος των εµμβαδών τι. 1, είναι: ος 2.393 
τ.  10π-- 33 


Άσκηση 7 

Δίνεται ένα ημικύκλιο διαμέτρου ΑΒ και στο εσῶώ- 
τερικό του τα ημικύκλια διαμέτρων ΑΙ και ΓΒ. 
όπου Ι σηµείο μεταξύ τῶν Α.Β. Αν η κάθετη της 
ΑΒ στο Ι τέμνει το αρχικό ημικύκλιο στο Δ. να 
αποδείξετε ότι το εμβαδό του χωρίου που είναι 
μεταξύ τῶν τριών ημικυκλίων είναι ίσο µετο εµ- 
βαδό του κύκλου διαμέτρου ΓΔ. 
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Λύση 

Θεωρούμε ττις χορδές ΔΑ. ΔΒ του κύκλου µε διάµετρο 
ΑΒ. Επειδή η εγγεγραμµένη γωνία ΑΔΗ βαίνει σεημικύ- 
Κλιο είναι ορθή. οπότε το τρίγωνο ΔΑΡΒ είναι ορθογώνιο 
με υποτείνουσα την ΑΒ. 

Άρα γιατο ύψοςτου ΓΔ. ισχύει: ΓΔ΄ - ΑΓ.ΓΒ (1) 
Έστω Εν. Ἐαγ. ΕΓΗ τα εμβαδά τῶν ημικυκλίων µε δια- 
µέτρους ΑΒ. ΑΙ. ΤΒ αντίστοιχα. Τότε το εμβαδό Ε του 
χωρίου που είναι μεταξύ των τριών ημικυκλίων είναι: 


. 2 2 
ΒΡΕ δα σσ) πι σσ) -ππ(ΑΒ' --αΓ’ ΓΡ") - 





ο ο. ιο... 
οπ[(ΑΓ «ΓΕ Αγ’ ΓΡ ]Γπ(ΑΓ" «ΓΡ"«2ΑΓ.ΓΒ-ΑΓ’ -ΓΒ’)- 


επ. 2ΑΓ ΓΕ 





(2) 





3 2 
Απόγις σχέσεις (1) και(2) παίρνουμε: Ε-π . ἠ Επτπ ο] 


/ / / Ῥ Ῥ / ” ΄ Σ. 1Δ 
Από την τελευταία σχέση συμπεραίνουμε ότι το Ε είναι το εμβαδό κύκλου ακτίνας ον 


ὁηλαδή διαμέτρου ΓΛ. 


Άσκηση ὃ 

Δίνεται ένα τετράγῶνο ΑΒΙΛ µε πλευρά α. Με κέντρα τις 
κορυφές του τετραγώνου και ακτίνα το µισό της διαγωνίου 
του γράφουμε τόξα που βρίσκονται στο εσωτερικό του τε- 
τραγώνου. Να βρεθείτο εμβαδόν του γραμμοσκιασμένου µέ- 
ρουςτου τετραγώνου. 

Λύση 

Όπως γνωρίζουμε η διαγώνιος τετραγώνου πλευράς α είναι: 


ΑΓ- ΒΔ- να κα -ψδα -αν2: 


ο ος ανὖ2 
Επομένωςτα τόξα που φέραμε έχουν ακτίνες ο 
Έστω Οτο κέντρο του τετραγώνου ΑΒΙΛκΚαιΕ το σηµείο τοµήςτου κύκλου(Β. ΒΟ) µετην 
πλευρά ΑΒ. 


Το ορθογώνιο τρίγωνο ΑΟΒ έχει εμβαδό: 
1 Ι αφ2 αὐ2 α 
ὦ 


(ΑΟΒ)---0Α.οΏ- ---------- 
2 2 2 4 





υ. 
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Επειδή ισχύει ΟΒΕ -- 5 -45δ ,οκυκλικόςτομέας{( ΒΟΕ ) έχει εμβαδό: 
2 
π αν2 
ο π.ΒΟ΄ 45 π.ΒΟ’ 2 ο πα” 
(208) 360 8 8 Ι6 


Επομένως το μεικτόγραμµο τρίγωνο ΟΔΑΕ (στο σχήμα είναι 
γραμμοσκιασμένο) έχει εμβαδό: 
2 2 
4. 
(ΟΑΕ)Ξ(ΑΟΒ)-Ε,.--ι Ξ-------------α- 
μο) 4 16 τό 











Το ζητούμενο εμβαδό είναι: ΕΞ δ:(ΟΑΕ)Ξ 5 πο α΄ - ο ῃ 





Άσκησηθ 

Δίνεται ένα τεταρτοκύκλιο ΑΟΒ. ακτίνας ΕΚ καιτο ημικύκλιο διαμέτρου ΟΑ. κέντρου 

ΚΚ. στο εσὠτερικό του τεταρτοκυκλίου. Φέρνουμε απότο την κάθετη ευθείατης 0Α. 

η οποία τέμνει το ημικύκλιο στο Ν και το τεταρτοκύκλιο στο Μ. Να υπολογιστεί το 

εμβαδό του μεικτόγραμμου τραπεζίου ΟΒΜΝ. 

Λύση 

Φέρνουμε βοηθητικά την ακτίνα ΟΜ του κύκλου (Ο. Ε). 

Παρατηρούμε ότι στο ορθογώνιο τρίγωνο ΟΚΜιΙσΧύΕΙ: 
πα 

ο. 2 


Επομένως ΟΜΚ --300. Επειδή ΟΜΚ - ΒΟΜ ως εντός ε- 


ναλλάξ των παραλλήλων 0Β. ΚΜ έχουµε ότι ΒΟΜ --200. 
Παρατηρούμε ότιτο εμβαδό Ε.του μεικτόγραμμου τραπεζίου 





ΟΒΜΝΕείνα: ΕΞ (οβΜκ)-(κΟν)-(οβΜ)-(οκΜ)-(κΟν) (0 


(0) τομέας ΟΒΜ του κυκλικού δίσκου (Ο. Ε) έχει εμβαδό: 








οβΜ ο πκζαο πκ΄ 
| . 360 19 ᾽ 


στ Εκ 
(τομέας Κ.ΟΝ του κυκλικού δίσκου κ] έχει εμβαδό: 


2 


- 90 . 
2 υπ 


2600 16 





(κον)- 
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οκ--- 
. 


.Γιατο ορθογώνιο ΟΚΜ έχουµε: 2 
ΚΜΞΝΟΜ΄-οκ--, [κ 1 Ξ: Εν 
2 2 


Άρα το ορθογώνιο τρίγωνο ΟΚΜ έχει εμβαδό: 


2 
(οΚΜ)-1οκ.κµ- ΚΚΕ 8 
2 τω - ὃ 





.Άραη σχέση (1) γίνεται: 


2 2 - 
Ε- (οΡΜ)«(οκν)-(κ.ον)]- πι κνο πε 

12 ὃ 16 
ΑπΚ΄ ι6Κν3 --δπκ) π1όνδρ, 


48 48 





Άσκηση 10 

Δίνεται ένας κύκλος(Ο.Β) και δύο παράλληλες χορδέςτου ΑΒΠΞΓλ., και ΓΑ λς ώστετο 
Ο να µην είναι μεταξύ αυτών. Να βρεθεί η περίµετροςκαιτο εμβαδό του μεικτόγραμ- 
µου τραπεζίου που έχεικορυφέςταΑ. Β. Γ.Δ. 

Λύση 


Έχουμε ΑΒΞΛ. - Κ92 καιΓΔ- λ«Ξ Εξ. Επειδή ΑΒ /ΓΛ παίρνουμε ΑΓ -- ΒΔ δηλαδή 
ΑΟΓ-- ΒΟΑ.. Επομένως: 


ΑΒ -- ΑΟ: ΓΟΛ«ΒΟΛ«» Α0Β--240ΕΓΟλ ον ὦ -2ΑΟΕ τω ε» 


ὦ, --ὣς - 100 --6οἳ 


ΑΟΓ η. ΦΑΟΓ ε5 ΔΟΓ-- ΒΟΔ-- 10: 


Άρα τα τόξα ΑΓ ΄ ΒΔ έχουν μήκη: 
«πκ2θ πα 


τος 180 6 


Επομένως η περίµετρος του μεικτόγραμµου τραπεζίου «--- 
ΑΙΓΛΡΒ είναι: νο κ ος 


πε ἄν απεᾶς πο κε ή 


ς--ΑΒ.ΓΔ:25 -Εν2Κ12 . . 


» Παρατηρούμε ότιτο εμβαδότου μεικτόὀγραμμου τραπεζίου ΑΓΔΒ είναι ίσο µε την διαφο- 
ρά των εμβαδών των κυκλικών τμημάτων που ορίζονται απὀ τις χορδές ΑΒ. ΓΔ και δεν 
περιέχουν το κέντρο Ο. Άρα έχουµε: 

ΕΞ Εμβαδό τμήματος χορδής ΑΒ - Εμβαδό τμήματος χορδήςΤΔδΞ 
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- {Ἁοµέας ο.3Β)-(9ΑΒ)| -] {τομέας ο/Γ8)-(ΟΓΔ)| - 
Ξ[ο.ΑΒ]-(9ΑΒ)--(Ο.ΓΑ)4(ΟΓΑ). (0) 


Παρατηρούμε ότι στην πλευρά ΑΒ του τριγώνου ΟΑΒ, αντιστοιχείτο ύψοςτου α.. 


ΕΚ. Κὖν» 
2 4 





Άρα όχειεµβαδό: (0ΑΒ)- σλια, - σΚνΣ 


ΡΕ) 





Ακόμη το ισόπλευρο τρίγὠνο ΟΓΔ έχει εμβαδό: (ΟΓΔ) Ξ- 














4 
Λ Λ ο λαθος, -- 2 2 
Επειδή ΑΟΒ--ω: Ξ 120’, οτοµέας Ο.ΛΒ έχει εμβαδό: (ο.ΑΒ) - τρ - τν 
Λ Λ Λ--- ω-α 2 2 
Επειδή ΓΟΔ-ςΞ 60’, οτοµέας Ο.ΓΔ έχει εμβαδό: (ο.ΓΔ) -- . ών -- τν 
300 


Επομένωςτη (1) γράφεται: 


2 2 2 2 . 
Ε--(οΆβ]- (οαβ)-(ο{δ]-(ογα)-- δδ” Κ7νὰ πε) Εν» πᾶ 
3 4 6 4 6 





Άσκηση 11 

Δίνεται ένα τετράγῶνο µε πλευρά α και οι πέντε ίσοι 
κύκλοι µέσα σ᾿ αυτό. όπως φαίνεται στο σχήμα. 

Να βρεθεί ὡς συνάρτησητου ατο εμβαδό του γραμμο- 
σκιασµένου µέρουςτου τετραγώνου. 

Λύση 

Έστω Ο, Οι. Ο,.,Ο.. Ο, τα κέντρα και Β η ακτίνα των 
πέντε ίσων κύκλων. Έστω ακόµη Ε. Ζτα σηµεία επαφής 
του κύκλου (Οι, Ε) μετοτετράγῶνο ΑΒΙΔ.Έχουμε: 
ΠΟ - ΕΟιΙ- 20ἱ-ΑΕΞ- ΑΖ”-- Κ. Επειδή η ΑΟΙ είναι δια- 
γώνιος του τετραγώνου ΑΖΟΙΕ µε πλευρά Κ έχουµε: 


ΑΟ,- Εν2 9ΞΑΗΗΟ, - Εν. 





»Ἐπομένως το γραμμοσκιασμένο µέρος του τετραγώ- 
νου ΑΒΓΛ έχει εμβαδό: 


Ε, Ξ(ΑΒΓΔ)- 4(Α7ΖΗΕ)--5Ε - 


ο μαπ)ασ- ος Σι, 
Ξ-α πο ο πο Ξ- 
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4 4 


[πτ(αςῦ(2--292 91) ᾖα) -- [1--(α- )(8--292) μα) -- (2192-3292 -2)α 


Άσκηση 12 
Δίνονταιτρεις ίσοι κύκλοι ακτίνας 1 που εφάπτονται εξῶτε- 


ρικά ανά δύο και ένας κύκλοςπου εφάπτεται σ’ αυτούς, όπως 
στο σχήμα. 


Να βρεθείτο εμβαδό του γραμμοσκιασµένου µέρουςτου ε- 7 
ξωτερικού κύκλου. 
Λύση ι | 


Έστω Κη ακτίνατου εξωτερικού κύκλου καιΑ. Β,Γ τα σηµεία 
επαφής αυτού µετους κύκλους κέντρων Οι.Ο,.Ο. αντίστοι- 


χα. Παρατηρούμε ότι το τρίγωνο ΟιΟ0,0Ο. είναι ισόπλευρο µεπλευρά 2. Επειδή το ΟἱΔ 


είναι ύψος του τριγώνου αυτού έχουµε: 
2ν 2 
οδ- 9) 3. 


Ακόμηισχύει 0,0: Ξ1{1Ξ2και ΒΓΞλ. - Ε9λ. 
Επειδή τατρίγὠνα ΑΒΙ; ΟιΌ.Ο. εἰναιισόπλευρα, συµπε- 


ραίνουμε ότι είναι όμοια. Τα ΑΗ, Ο,Δ είναι ύψη των τρι- 
γώνων αυτών αντίστοιχα. Άρα έχουµε: 
ΒΓ ΔΛΗ Εν» ΔΗ 3Ε. 


- ες ΑΗ τε 
0.0. ΟἱΔ ο Ε 2 


Αν φέρουμε 0:69 ..Ι ΒΙ τότε στο ορθογώνιο τρίγωνο ΘΕΟ. 





που σχηματίζεται, ισχύει: 





ο. Τσ 
9Γ0Ο. ---ᾱ- -μῇ 
2 2 
Επομένως έχουµε: 0:68 -- -- Ξ και ΔΗΞΟ.:ΘΞ 5 


Επομένως: ΑΗ --Α0, ΟΛ ΗΔΗΞ 1ης νδης (2) 


ος” 


2 





Απόγτις σχέσεις (1) και (2) παίρνουμε: τν --α/3 ες ΚΞ 
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Παρατηρούμε ότιτο εμβαδό του καμπυλόγραμμουτριγώνου ΔΕΖ προκύπτει, αν αφαιρέ- 


σουμε από το εμβαδό του ισοπλεύρου τριγώνου Οι0,Ο. τα ίσα εµβαδά των τομέων 
(ο.ΕΖ){0,.ΔΕ]/{Ο..Λ7). 


2 -- 41/60. απ 


Έχουμε δηλαδή: (ΔΕΖ) -- (ο,0ο,Ο. ο. 2 ο, ΕΖ)- 360 


(Οιτρεις κύκλοι µε κέντρα Ο,.0,,Ο. έχουν εμβαδόπ12). (1) 


»ἨἘπομένωςτο ζητούμενο εμβαδό είναι: 
ο 2 2 2 τ 
Ε--πα -/ 3πι Σ(ΔΕΖ)] -πε --π-νλες - 


ο 
Ὃ ο ο 





9 





11499 οπ ου (895 --ι]--νβ 


2 


1. ΠΗΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ 


1. Να γράψετε στοτετράδιό σαςτον αριθµό της πρότασης και δίπλα σ᾽ αυτόν την ένδειξη 
Σωστό(Σ))ή Δάθος(λΛ)που χαρακτηρίζειτην πρόταση. 


Δύο κυκλικοί τοµείς του ίδιου κύκλου ή ίσων κύκλων που αντιστοιχούν σε ίσα τόξα, 
έχουν ίσα εµβαδά. 


2. Να γράψετε στο τετράδιό σας τον αριθµό της ερώτησης και δίπλα σ’᾽ αυτόν το γράµµα 
που αντιστοιχεί στη σωστή απάντηση. 
Το εμβαδόν Εμ ενός κυκλικού τοµέα µ μοιρών είναι: 


πΕβμ πε΄µ πε΄µ πΕβμ παμ΄ 
360 360 ο 180 180 360 











3. Δίνεται κύκλος (Ο. Ε) και µια χορδή του ΑΒ - λς. Στα σηµεία Α και Β φέρνουμε 
εφαπτόµενα τμήματα που τέμνονται στο σηµείο ΓΤ. Να βρείτε το εμβαδόν του µικτό- 
γραμμου τριγώνου ΑΒΙ: 


4. Δίνεται κύκλος (Ο., Ε) και οι χορδέςτου ΑΒ”: λ. και ΑΙ --λς, προςτο ίδιο µέροστης 
ευθείας ΑΟ. Να βρείτετο εμβαδόν του μικτόγραμμου τριγώνου ΑΒΙ: 


15, Μέτρηση κύκλου 


5. Λίνονται δύο οµόκεντροι κύκλοι(Ο., ΕΚ) και(Ο, 28) και σηµείο Δτου κύκλου (Ο, 28). 
Απότο Δφέρνουμε εφαπτόµενες ΔΑ και ΔΒ στον κύκλο(Ο. Β). Να βρείτετο εμβαδόν 
του μικτόὀγραμμουτριγώνου ΔΑΡΒ. 


6. Δίνεται κύκλος/(Ο. ΕΚ) και µια ακτίνατους ΟΑ. Φέρνουμετη χορδή ΒΙ κάθετη στην ΟΑ 
στο µέσον Μ του τμήματος ΟΑ. Να βρείτετο εμβαδόν του κυκλικού τμήματος ΒΑΙ. 


7. Σε ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΙ πλευράςα. µε κέντρο Α και ακτίνα το ύψος, γράφουμε 
τόξο στο εσωτερικό του τριγώνου που τέµνειτις ΑΒ και ΑΓ στα σηµεία Δ και Ε αντί- 
στοιχα. Να βρείτετο εμβαδόν του κυκλικού τμήµατοςπου ορίζειη χορδή ΕΔ. 


δ. Αν η διάκεντρος ΚΛ δύο τεμνομένων κύκλων (Κ.Κ})και(Λ,Ε) είναι ΚΛΞ Κν3 να 
βρείτετο εμβαδόν του κοινού µέρουςτων δύο κύκλων. 


9. Από ένα σηµείο του κύκλου (Ο. Ε) λαμβάνουμε δύο τόξα ΆΒ --90’ και ΑΙ -- μ'. 
μό « ο0ῦ προς την ίδια διεύθυνση. Φέρνουμε τη χορδή ΓΒ καιτην ΑΔ παράλληλη προς 


αυτή. Να αποδείξετε ότιτο εμβαδόν του κυκλικού τμήματος ΑΙ ΒΔ είναι ίσο µε το 


του εμβαδού του κύκλου. 


10. Να εγγραφεί σε κυκλικό τοµέα ακτίνας Ε και γωνίας 6060 κύκλος. Να βρείτετο εμβα- 
δόν του µέρουςτου κύὐκλικού τοµέα που δεν ανήκει στον εγγεγραμμένο κύκλο. 


11. Δίνεται ημικύκλιο ΑΟΒ και µια ακτίνα ΟΙ. Φέρνουμε τη διχοτόµο ΟΔ της γωνίας 
ΓΟΒ «Να αποδείξετε ότιη διαφορά των εμβαδών των κυκλικών τμημάτων που αντι- 


στοιχούν στις χορδές ΑΔ και ΒΔ είναιίση µετο εμβαδόν του κυκλικού τοµέα Ο, ΛΓ. 


12. Δίνεται τεταρτοκύκλιο κέντρου Ο. ακτίνας Β καιτόξου ΑΒ (ΑΟΒ ο) ) Στην ακτί- 
--.. Εν2 
να ΟΒ παίρνουμε σηµείο Δ, ώστε ΟΔ- το. Στο Δ, φέρνουμε κάθετη στην ΟΒ που 
τέμνειτο τόξο ΑΒ στο [. Να βρείτετο εμβαδόν του μικτόγραμμου τριγώνου ΔΓΒ. 


13. Να υπολογιστεί ολόγοςτων εμβαδών του εγγεγραµµένου καιτου περιγγεγραμµένου 
στον ίδιο κύκλο ισόπλευρου τριγώνου. 


14. Σε κύκλο ακτίνας ΚΞ 2 είναι περιγγεγραμμένο ισόπλευρο τρίγωνο. Να υπολογιστείη 
πλευράτου καιτο εμβαδόν του. 


Μέτρηση κύκλου 19, 


Δ. “ΤΟ ΞΕΧΩΡΙΣΤΟ ΟΕΜΑ” 


Η ακτή µιας βιομηχανικής περιοχής και ο προστατευτικός κυματοθραύστης σχηµατί- 
ζουν κύκλο ακτίνας Κ (εκατοντάδες µέτρα). Στα άκρα Β και ΙΓ του κυματοθραύστη 
έχουν τοποθετηθεί φωώτεινοί επιπλέοντες σηµαντήρες, για να δείχνουν τις ασφαλείς 
εισόδους τῶν πλοίῶν στον θαλάσσιο κόλπο της περιοχής. Ανάλογα µετις καιρικές συν- 
θήκες τα πλοία χρησιμοποιούν τηνείσοδο Βή Τ προκειµένου να προσαράξουν στο λιµά- 
γι.που βρίσκεται στο σηµείο Α αντιδιαµετρικά του Β. Ο θαλάσσιος χώρος έξω από τον 
κόλπο είναι διάσπαρτος µε υφάλους καιγιατην ασφαλή είσοδο των πλοίων ορίζεται ὡς 
γραμμή πλεύσης άλλοτεη ευθεία ΑΒ και άλλοτεη ευθεία ΑΙ. Κάποια µέρα ένα µεγάλο 
πλοίο βρίσκεται σε σηµείο Π της ευθείας ΑΒ σε απόσταση ὃ (εκατοντάδες µέτρα) από 
το σηµείο Β και ο πλοίαρχος ζητεί οδηγίες από το λιμεναρχείο για να φτάσει µε ασφάλεια 
στο λιµόνι. Ο υπεύθυνος του λιμεναρχείου του λέει να διατηρήσει σταθερή κάθετη 
πορεία στην ευθεία ΑΒ έως ότου βρεθεί σε σηµείο ευθυγράµµισης µετα σηµεία Γ και 


Α. Ἐστω ότικατάτη στιγµή της ερώτησης του πλοιάρχου. το πλοίο φαίνεται από τα 
σηµεία Α και Γ υπό γωνίες ΓΑΠ --φ και ΑΓΠ -- 90 --ϕφ αντίστοιχα. 


α. Να βρείτε συναρτήσει τῶν ὃ και Κ την απόσταση του πλοίου από το λιμάνι Α. όταν 


αυτό θα βρεθεί σε σηµείο ευθυγράµµισης μετα σημεία καιΑ. 


β.Αν ΚΞ1Ι6 εκατοντάδες µέτρα και ὃΞ4 εκατοντάδες µέτρα. να βρείτε την επιπλέον 
απόσταση που θα διανύσει το πλοίο μέχρις ότου φτάσει στο λιμάνι σε σχέση μ᾿ 


αυτή που θα έκανε αν επιτρεπόταν η εἰσοδόςτου από το σηµείο Β; 








ρλσΊιωπτω 
Φ Καίας 
Θέμα 10 
Τρίγωνο ΑΒΙ εἰναιισοσκελές(ΑΒΞ ΑΙ). ΦέρνουμεΔΕ//ΒΙΓ(ΔΕΡΙ,Εε ΑΓ). Να δειχθεί 
ότι: ΒΕΞΖΞΕΓΔΕ 
Θέμα 20 


Στη διαγώνιο ΒΔ τετραγώνου ΑΒΙΓΔ παίρνουμε τυχαίο σηµείο Ο. Να δειχθεί ότι: 
ΓΔ΄-ΓΟ-ΞΟΔΟΔ 


Θέμα 30 
Η διάµεσος ΑΜ τριγώνου ΑΒΙ τέμνει τον περιγεγραμµένο κύκλο του ΑΒΙ στο Ε., να 
δειχθεί ότι: ΑΒ2Ζ ΓΑΙΖΞ- 2: ΑΜ.ΑΕ 

Θέμα 49 


Αν Οτο µέσο τηςπλευράς ΑΔτραπεζίου ΑΒΙΔ/(ΑΒ // ΓΛ), να δειχθεί ότι: 
(ΟΑΒ)Γ(ΟΓΔ)Ξ(ΟΒΙ) 


Θέμα 50 
ΑΒΓΛΕΖ είναι κανονικό εξάγῶνο και Στο σηµείο τοµήςτων ΑΙ; ΒΔ. Να δειχθεί: 
α. ΑΓΞ ΓΣ 


ῥ. ΗΓ - ΞΕΗ ,όπου Η το σηµείο τοµήςτων ΒΔ. ΓΕ. 


Θέμα 60 
Αν Οτο σηµείο τομής των διαγωνίων ΑΔ, ΤΕ κανονικού πενταγώνου ΑΒΓΔΕ. τότεοΟ 
ΟΓ2ΞΕΟ ΕΙ 


Θέμα 70 
Με διαμέτρουςτατρία{ίσα µέρη ΑΔΞΔΕΞΓΟΕΒ που χωρίζεταιη διάµεσος ΑΒ κύκλου(Ο. Β), 
γράφουμετρία ημικύκλια τα δύο προςτο ίδιο µέροςτη ΑΒ. Να βρεθί ολόγς των εμβαδών 
των δύο µερών που ο κύκλος(Ο. ΕΚ) χωρίζεται από τατρία ημικύκλια. 
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Θέμα δ0 
Αν Δ τυχαίο σηµείο στη βάση ΒΙ ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΙ; να δειχθεί ότι: 
ΑΗ2Γ ΑΔΖ ΓΒΔ.ΔΓ 


Θέμα 90 
Σεκύκλο(Ο.,Β) µε διάµετρο ΑΒ, η χορδή ΙΔ// ΑΒ. Αν Μ τυχαίο σηµείοτης ΑΒ να δειχθεί 
ότι: ΜΓΤΖΓΜΔΖΞΜΑΖ-ΓΜΒΕ΄’ 
Θέμα 100 
Σετρίγὠνο ΑΒΙ; το Η είναι ορθόκεντρο. Να δειχθεί ότι: ΗΒ2- ΗΓΞΞ ΔΗ2- ΑΓ”. 
Θέμα 110 


Σεκύκλο(Ο.Β)το σηµείο Γ βρίσκεται στην προέκταση της διαμέτρου ΑΒ. Αν ΤΛ το εφαπ- 
τόµενο τµήµα καιη ΑΔ τέµνειτην κάθετη στην ΑΙ. τη ΓΣ. στο Ε, να δειχθεί ότι: 
ΓΔ:ΞΑΙΓΖ- ΑΔ:.ΔΕ 


Θέμα 120 
Αν Ο τυχαίο σηµείο εκτός της γωνίας Α καιτης κατα κορυφήν της στο παραλληλόγραμμο 
ΑΒΓΛ, να δειχθεί ότι: (ΟΑΙΓ)Ξ(ΟΔΑΒ) Γ(ΟΑΔ). 

Θέμα 120 
Αν Μ το σηµείο επαφής του εγγεγραµµένου κύκλου καιτης υποτείνουσας ΒΙ ορθ. τριγώ- 
νου ΑΒΙ. να δειχθεί ότι: (ΑΒΓ)ΞΒΜ.:ΜΠ. 

Θέμα 140 


Αν ΚΛ και ΜΝ χορδές κάθετες στον κύκλο (Ο.Ε). να δειχθεί ότι (ΟΚΜ)Ξ(ΟΑΝ). 


Θέμα 150 


Σεκύκλο(Ο.Ε) έχουµετιςχορδέςΑΒΞΠΜ. ΑΙ - Κν2 προς το ίδιο µέροςτου Α. Να δειχθεί 
ότιΒ/ΙΓ --λ͵, και να βρεθείτο εμβαδόν του μικτόγραµµου ΑΕΙ. 


ΕΜΒΑΔΑ 
Θεμα 160 


Αν Κ είναιτο βαρύκεντρο τριγώνου ΑΒΓ, τότε: (ΚΑΒ)-(ΚΗΓ)-(ΚΑΓ)-- ΞίλΡ) 
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Θέμα 170 
Παραλληλόγραμμου οι ὃυο προσκείµενες πλευρές έχου µήκη όπι, δπι και σηχµατίζουν 
γωνία 605. Να βρεθούν οι διαγώνιοι καιτο εμβαδόν του. 


Θέμα 150 
Από σηµείο Σ µιας διαγωνίου παραλληλογράμμου φέρνουμε παράλληλες προς τις πλευ- 
ρές οπότε σχηματίζονται τέσσερα παραλληλόγραμμα. Να αποδειχθεί ότι δύο από τα 4 
παραλληλόγραμμα είναι ισοδύναμα. 


Θέμα 1900 
Απόγτις κορυφές τετραπλεύρου φέρουμε παράλληλες προςτις διαγώνιες. Να δειχθεί ότι 
σχηματίζεται παρ/µο µε διπλάσιο εμβαδόν από το τετράπλευρο. (ΔΕΖΗ)ΞΖ(ΑΒΓΔ) 


Θέμα 200 
Τα µέσα των πλευρών τετραπλεύρου ορίζουν παρ/µο που έχει εμβαδόν το µισό από το 
εμβαδόν του τετραπλεύρου 2(ΔΕΖΗ)Ξ(ΑΒΙΔ). 


ΚΑΝΟΝΙΚΑ ΠΟΛΥΓΟΩΝΑ - ΜΕΤΡΗΣΗ ΚΥΚΛΟΥ 


Θέμα 210 
Να βρεθεί το εμβαδόν του μικρότερου κυκλικού τμήματος, που ορίζει σε κύκλο (Ο.Ε) η 
πλευρά: 
α. ισοπλεύρου τριγώνου β. τετραγώνου γ. εξαγώνου 


Θέμα 220 
Να δειχθεί ότιτο εμβαδόν της κυκλικής στεφάνης δύο οµόκεντρων κύκλων. είναι ίσο µετο 


εμβαδόν του κύκλου. που έχει διάµετρο τη χορδή του μεγαλύτερου που εφάπτεται στον 
μικρότερο κύκλο. 


Θέμα 250 
Σε κύκλο (Ο. ΕΚ) είναι εγγεγραμμένο κανονικό εξάγῶνο. Να βρεθείτο εμβαδόν του μέρους 
του κύκλου που βρίσκεται εκτόςτου εξαγώνου. 


Θέμα 240 
Κανονικό εξάγῶνο είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο. ΓΕ). Με κέντρο την κορυφή Α και 
ακτίνα Ε γράφουμε τόξο ΒΖ µέσα στο εξάγωνο. Να βρεθείτο εμβαδόν του µικτόγραµµου 
πενταγώνου. 
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Θέμα 250 
Να βρεθείτο εμβαδόν του κύκλου που είναι εγγεγραμμένος σε κυκλικό τοµέα ακτίνας Ε και 
γωνίας: α. 605 β. 120" γ. 90, 

Θέμα 260 


Προεκτείνουµε τυχαία ακτίνα ΟΑ κύκλου (Ο.Ε) κατά τµήµα ΑΒ Ξ Ε και φέρνουμε την 
εφαπτομένη ΒΙ. Να βρεθείτο εμβαδόν του μικτόγραμμου τριγώνου ΑΡΒΙ. 


Θέμα 270 
Δίνεται κύκλο (Ο. ΕΚ) και διάµετρος ΑΒ. Γράφουµε Κύκλο (Α. λ4). Να βρεθείτο εμβαδόν 
του κοινού μέρους των δύο κύκλων. 


Θέμα 259 
Ένα κανονικό ν-γωνο είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο ακτίνας 10. Το σύστηµα του ν-γωνου 


έχει μήκος «75. 
α. Να βρείτετο μήκος της πλευράς του ν-γωνου καιτο είδοςτου. 
β. Να βρείτετο εμβαδόν του. 
γ. Ένα άλλο κανονικό ν-γῶνο σχηματίζεται απότις εφαπτόµενες στις κορυφέςτου πρά- 
του. Να βρείτετο είδος του κανονικού ν-γῶνου που σχηματίζεται µε αυτόν τον τρόπο 
καινα υπολογίσετετης ακτίνα του. 


Θέμα 2090 
α. Ένα ρολόι έχει λεπτοδείκτη Σεπ. Ποιά απόσταση θα διανύσει η μύτη του λεπτοδείκτη 
από τις 9 το πρωί εώςτις 2 το απόγευμα; 
β. Ο κυλιόµενος διάδρομος σε ένα αεροδρόμιο λαμβάνει κίνηση από ένα τροχό ακτίνας 
]θοπι. Ποια απόσταση θα διανύσει µια βαλίτσα επάνω στο διάδρομο αν ο τροχός εκτε- 
λέσει 20 περιστροφές; 


Θέμα 300 
Η Ελλάδα έχει έκταση 132.000Κπι2. Η έκταση αυτή είναι περίπου ίση µετο εμβαδόν κυκλι- 


κού δίσκου ακτίνας: 
Α. 205Κπι Β. 405ΚΠι Γ. ο0δΚΠι Δ. ]005ΚΠι Ε. 55ΚΠι 


Θέμα 510 
Δίνεται κύκλος (Ο.Ε) και δύο ακτίνες ΟΑ. ΟΒ που σχηματίζουν γωνία 605. Αν ΒΓ είναι η 


απόσταση του Β από την εφαπτομένη στο Α. να υπολογισθεί το εμβαδόν του μικτόγραμ- 
μου τριγώνου ΑΒΙ. 
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Θέμα 320 
Παρ/μου ΑΒΓΛ προεκτείνουμετιςπλευρές ΑΒ.ΒΙΓ,.ΓΛ,. ΔΑ κατά τµήµαταΒΕΞΑΒ. 
Γ2ΖΞΡΒΙ, ΔΗΞ ΤΔκαι ΑΘΞ ΔΑ. Να δειχθεί ότι(ΕΖΗΘ)Ξ 5(ΑΡΙΓΛ). 


Θέμα 350 
Δίνεται τετράπλευρο ΑΒΙ και σηµείο Ο στο εσωτερικότου. Απότο Ο φέρνουμετις κάθε- 


τες ΟΚ στην ΑΒ ώστεΟοκΚΞΑΒ,ΟλΛλστηΒΙ!,  ώσεολΞβί. ΟΜστηΙ!Δ, ώστεΟΜΞ][Δκαι 
ΟΝ στη ΔΑ. ώστε ΟΝΞ ΔΑ. Να δειχθεί ότι (ΚΛΜΝ)ΞΖ2Ζ(ΑΒΓΛ). 


Θέμα 340 
Να δειχθεί ότιτο εμβαδόν του τραπεζίου, που έχει κορυφέςτα άκρα διαμέτρου ΑΒ κύκλου 
(Κ.Ε) καιτιςπροβολέςτους Δκαι Ε στην εφαπτομένη σετυχαίο σηµείο Ι του κύκλου, είναι 
διπλάσιο από το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΙ. 


Θέμα 350 


Αν ένα τραπέζιο ΑΒΙΔ είναι ισοσκελές και οι µη παράλληλες πλευρές του τέμνονται κάθε- 





αξ --β2 
τα, τότε (ΑΒΓΔ)-- ᾽ (όπου(ΑβΒ)-α.(ΓΔ)Ξβκαια -2β). 


Θέμα 360 
Στο τραπέζιο ΑΒΙΔ/(ΑΒ//ΤΔ) δίνονται - Ξακαι(1Δδ)Ξβ. Αν Οτο σημείο τοµής των 


διαγωνίων. να δειχθεί ότι (ΟΔΓ)--(0ΟΑ8Β)- 





τν, όπου υτο ύψοςτουτραπεζίου καιβ2α. 


Θέμα 370 
Δίνεται τρίγωνο ΑΒΙ και Η το ορθόκεντρο. Με διάµετρο τη ΒΙ γράφουμε κύκλο. που 
τέμνειτο ύψος ΑΔ στο Ρ. Να δειχθεί ότι: (ΒΓΡ)Ζ--(ΑΒΙ) (ΒΗΓ). 


Θέμα 3δ0 
Αν Σ σηµείο εσωτερικό τριγώνου ΑΒΙ καιοιευθείες ΑΣ, ΒΣκαι[ ΣτέµνουντιςΒΙ;, ΑΓ και 


ΣΕ Σ72 
ΑΒ στα Δ,. Ε και ζΖ, τότεισχύει: ------Ἔ-----Ἔ-----Ξ-Ι. 
ΑΔ Ε Τ72 


Θέμα 399 


Σε κάθε τρίγῶνο µεπλευρέςα, β. Υγ και διαµέσους µ;, μρ.. μι ισχύει: 


(-γλατί -α µρτ(ώ -β)]ή-ο 
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Θέμα 400 
Σετρίγωνο ΑΒΙ να δειχθούν οι σχέσεις: 
28Ν 
α. -. - -ρ]- 48ρ΄ ο Ός Ἔτ---οτ- 
(κι ρλΕῃ ρε, ϱ) 48ρ β α κ, ΣΕ, 
γ. Ε- ρδα δ.β-γ«2α΄ -4ρΕ, 
Να Ἵρ 
Θέμα 410 
Στο τρίγωνο ΑΒΙ να δειχθούν οι σχέσεις: 
- -- - Ες εκ 
α. ο. ἡ β. ΕΞρΒ, εσας 
ΚΕ, πρ Β. β,-ρ 
Θέμα 420 


Αν Ο καιΟ,, το έγκεντρο καιτο παράκεντροτηςΒΙ τριγώνου ΑΒΙ. να δειχθεί ότι; 


α. (Α0)- ο β. ο 


Θέμα 439 


Αν σετρίγώνο ΑΒΙ ισχύειη σχέση 2α”--β Ἔγ.να δειχθείότι ὃ- -ν Ι3ΡΥ 


Θέμα 440 
Δίνεται κύκλος(Ο.Ε) καιτα σηµεία Α. Β συμμετρικά ὠςπροςτο Ο. Αν ΜΝ τυχαία χορδή 
του κύκλου, που περνάει από το Β να δειχθεί ότι: (ΑΜ) ἽἝ (ΑΝ) Ἔ (ΜΝ)΄ Ξ σταθ. 
Θέμα 450 


Αν τα σηµεία Α. Β είναι συμμετρικά ὠςπροςτο κέντρο Ο κύκλου (Ο. Ε) και από τα Α καιβ 
δύο τμήματα ΑΜ και “ΒΝ οµόρροπά παρ/λα µέχριτο κύκλο. να δειχθεί ότι: 


(ΑΜ)(ΒΝ)- σταθ. 


Θέμα 460 
Αν Μ τυχαίο σηµείο του κύκλου (ΚΚ. Ε) και (Λ. ϱ) κύκλοςπου δεν τέμνει τον (Κ. Ε). να 
δειχθεί ότι; Δον (ΑΜ Ξ 2(ΚΛΥΜΟ) όπου ΜΟ η απόσταση του Μ από τον ριζικό άξονα 


των δύο κύκλων. 
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Θέμα 470 
Δύο κύκλοι τέμνονται ορθογώνια στα Α. Β όταν και µόνον όταν οι χορδές ΣΑ. ΣΒ. από 
τυχαίο σηµείο Στου ενός, τέἔμνουν τον άλλο κύκλο σε αντιδιαµετρικά σηµεία. 


Θέμα 4δο 
Αν ΑΒΓΔΛΕΖ είναι κανονικό εξάγωνο και Σ το σηµείο που τέμνονται οι ΑΓ και ΒΔ. να 
δειχθεί ότι: ΑΙ Ξ- 3:1Σ. Αν Η το σηµείο που τέμνονται οι ΒΔ και ΤΕ. να δειχθεί ότι: 


ΗΙ -- 1 βῃ 
2 


Θέμα 4900 
Κανονικού εξαγώνου ΑΒΓΔΕΖ οιπλευρές ΑΒ και] Ἀτέμνονται στο Ο. Να βρεθείτο εµβα- 
δόν του τριγώνου ΟΑΔ, αν είναι γνωστή η ακτίνα Κ. 


Θέμα 500 
Αν Η το µέσο της πλευράς ΓΔ κανονικού εξαγώνου ΑΒΙΛΕΖ πλευράς α. να βρεθεί το 
εμβαδόν των µέρων ΑΒΓΗ και ΑΠΔΕΖ Του εξαγώνου. 


Θέμα 510 


Να δειχθεί ότι: λε λιρΕλς 


Θέμα 520 
Να δειχθεί ότιτο άθροισµα των αποστάσεων τυχαίου σηµείου Μ απότις πλευρές πολυγά- 
νου είναι σταθερό. 


Θέμα 550 


Σε κύκλο (Ο. ΕΚ) παίρνουμε διαδοχικά τόξα ΑΒ -- 60’ ΒΓ--οϱ”, ΓΔ -- 1200. Να δειχθεί 
ότιτο ΑΒΓΔ είναιισοσκελέςτραπεζίο, ότι ΑΙ | ΒΔ καινα βρεθείτο µήκοςτων πλευρών 
καιτων διαγωνίων του. 


Θέμα 540 
Σε κύκλο (Ο.Ε) οι διάµετροι ΑΒ. ΤΑ είναι κάθετοι. Αν Μ το µέσο τῆς ακτίνας ΟΒ καιο 
κύκλος(Μ, ΜΓ) τέµνειτην ΟΑ στο Ν, να δειχθείότι ΝΟΞλι και ΝΤ Ξλς. 
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Θέμα 550 
Αν Τι και ΠΠ. είναι οἱ περίµετροι Ε., Ε, τα εµβαδά δύο κανονικών πολυγώνων µε ττο ίδιο 
ο. Πι΄ 
πλήθος πλευρών, να δειχθεί ότι. τι. 
Γρ Ἡ, 
Θέμα 560 


κ 
Σε σηµείο Α κύκλου (Ο.Ε) φέρνουμετην εφαπτομένη και ορίζουµετµήµα (ΑΒ) - δ Γρά- 


φωουμετον κύκλο(Ο., ΟΒ), που τέµνειτην ΒΑ στο [.. Να δειχθεί ότι ΑΙ -- λιῃ του κύκλου 
(0. Ρ). 


Θέμα 570 
Δίνεταιτετράγωνο ΑΒΙΔΛΛλευράςα εγγεγραμμένο σεκύκλο(Ο. Β). Μεκέντρατις κορυφές 





του τετραγώνου και ακτίνα γράγω τόξα, που τέμνουν τις πλευρές του τετραγώνου και 


ορίζουν οκτάγωνο. Να δειχθεί ότι το οκτάγωνο είναι κανονικό και να βρεθεί το εμβαδόν 
του. 


Θέμα 550 
Σετρίγωνο ΑΒΙ παίρνουμε τυχαίο σηµείο ΡτηςΒΙ καιστο Α φέρνουμεευθεία ε | ΑΡ. 
ΒΒ, Ι ε,ΓΓ, Ιε. Να αποδειχθεί ότι: (ΡΒΙ/ΤΓΙ}Ξ(ΑΡΓ). 


Θέμα 500 
Έστω ΑΒ καιΓΛ χοεδές ενός κύκλου (Ο.Ε) που τέμνονται κάθετα στο Ρ. Να αποδειχθεί 
ότι (ΟΑΙΓ)Ξ(ΟΒΔ). 

Θέμα 60ο 


Δίνεται ορθογώνιο τρίγωνο ΑδήΑ .. και Β --30:. Φέρνουμετη διάµεσο ΓΔ καιτην 


ΔΕ. ΒΓ: Να δειἠθεί (ΒΔΕ) -Ξ(ΑΓΔ). 


Θέμα 610 


Δίνεται τρίγὠνο ΑΒΙΓ και σηµεία Δ, Β των πλευρών του ΑΒ. ΑΙ αντίστοιχα, έτσι ώστε 
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2 2 ... 
ΑΔ:-ΞΑΒ και ΔΕΞ πο η Από το µέσο Μ της πλευράς ΑΓ φέρουμε παράλληλη προς 
3 


1 
την ΑΒ που τέµνειτη ΒΓ στο Η. Να δειχθεί (ΑΒΗ)Ξ/(ΒΔΓΕ) - 2(481) 


Θέμα 620 
Δίνεται παραλληλόγραμμο ΒΙΔΕ και σηµείο Α στο εσωτερικό του. Κατασκευάζουµε τα 
παραλληλόγραμμα ΓΔΖΑ και ΒΕΖΑ. Χα δειχθεί ότι (ΒΙΔΕ)Ξ(ΤΑΖΔ)Γ(ΒΕΖΑ). 


Θέμα 650 
Δίνεται κύκλος (Ο.Ε) και δύο κάθετες ακτίνεςτου ΟΑ και ΟΒ. Με διάµετροτην ΑΒ γρά- 
φουμε εκτόςτου κύκλου ηµιπεριφέρεια. Να δείξετε ότιο µηνίσκοςπου σχηματίστηκε έχει 
ίδιο εμβαδό μετο τρίγωνο ΟΑΒ. 
Μηνίσκος είναι το σχήµα που περικλείεται από δύο τόξα που έχουν κοινή χορδή και 
βρίσκοντια προςτο ίδιο µέρος της. 


Θέμα 640 


Δίνεταιτρίγωνο ΑΒΙ µε Α -30 . Αν ο κύκλος διαμέτρου ΒΙ τέµνειτις ΑΒ και ΑΓ στα Δ 


3 
καιΕ αντίστοιχα δείἕτε ότι (ΑΔΕ) - . (ΑΡΓ). 


Θέμα 650 
Σε ένα κυρτό τετράπλευρο ΑΒΙΓΔ θεωρούμε επίτων πλευρώντου ΑΒ, ΒΙ;, ΓΛ, ΔΑ τα σηµεία 
ΑΕ «Β25 ΤΗ ΔΘ μµ 


ο. πο ο ος --. µ 
Ε, 6, Η. 8 αντίστοιχα και τέτοια ώστε: ΕΡ  σΖΕΓ Ἡλ ΘΑ ν΄ οπου . δοσμένος 
λόγος. Να υπολογιστεί το εμβαδόν του τετραπλεύρου ΕΖΗΘ Ως συνάρτηση του εμβαδού 
του τετραπλεύρου ΑΒΙΔ. 


Θέμα 669 


Θεωρούμε τρίγωνο ΑΒ; του οποίου 2α΄ Ξβ΄ «ΕΥ, εγγεγραμμένο σε κύκλο (Ο, ΚΕ). την 
διάµεσο ΑΔ αυτού που τέµνειτον Κύκλο στο σηµείο Μ και 8 στοκ. βάρους του τριγώνου. 
Να αποδειχθεί ότιτο τετράπλευρο ΒΘΓΜ είναι παραλληλόγραμμο. 


Θέμα 67ο 
Αν ΑΒΓΔ τραπέζιο και Ε. Ζ τα µέσα των βάσεων του ΑΒ, ΓΔ. Ν᾽ αποδειχθεί ότι: 
(ΠΑΛ)Ξ(ΠΗΒΓ).αν Η σηµείοτης ΕΖ. 
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Θέμα 6δο 
Στις πλευρές ΒΓ., ΤΑ. ΑΒ τριγώνου ΑΒΙ παίρνουμε τα σηµεία Α΄ Β΄ Τ΄ ώστε 


ΒΑ΄ - 3. ΓΡ’ - 1ΓΑ. ΑΓ - 3Α8Β «Να αποδειχθεί ότι: (ΑΏΤ’)Ξ «(ΔΒΓ) 


Θέμα 690 
Από εσωτερικό σηµείο Ο κυρτού τετράπλευρου ΑΒΙΛΦέρω ΟΑ΄’.ΟΒ΄’.ΟΓ’. ΟΔ΄ κάθετες 
καιίσεςπροςτις ΑΒ, ΒΓ, ΓΔ, ΔΑ αντίστοιχα. Να αποδειχθεί ότι:(ΑΈΏ ΤΓ΄Δ΄)- 2(ΑΒΓΔ). 


Θέμα 700 


1 
Δίνεται κύκλος διαμέτρου ΑΒ Ξ 2ρ. Ένα σηµείο Γ χωρίζειτην ΑΒ σελόγο ο" Με διαµέ- 


τρους ΑΓ και] ῬΒ γράφουμε ημικύκλια εκατέρωθεν της ΑΒ. Να βρεθεί ο λόγος των εµβα- 
δών των δύο χωρίων που ορίζονται από τον κύκλο (Ο. ϱ) καιτα δύο ημικύκλια. 


Θέμα 710 


Ισόπλευρο τρίγὠνο ΑΗΓ πλευράς α είναι εγγεγραμμένο σε κύκλο(Ο. Ε). Αντο εμβαδόν 


του µη κοινού μέρουςτου κυκλ. δίσκου (Ο. Β) καιτου τριγώνου ΑΒΓ είναι Ε-- 4π--3ψ3 ᾿ 
να υπολογισθούν τα α και Κ. 







Εμείς έχουµε τη λύση και τα κατάλληλα 
βιβλία. για ουσιαστική µελέτη. που θα 
σας οδηγήσει στις καλύτερες σχολές 
τῶν Α.Ε.Ι. 


Η Επιλογή των βιβλίων και η απόφαση 
για συστηματικό διάβασμα ΔΙΚΗ ΣΑΣ. 
Εμείς εργαστήκαµε µε βάση την ύλη που καθορίζεται 
από το Υπουργείο Παιδείας και καταθέτουµετη πρότασή µας, 


Εσείς µπορείτε να διαλέξετε. για να γνωρίσετε την καινούργια µας δουλειά. 


1 βιρλίο δωρεάν 
σε όλους τους µαθητές και καθηγητές! 
Διαλέξτε απὀ τον κατάλογο που υπάρχει στις επόμενες σελίδες, 1 ΒΙΒΛΙΟ για 


να γνωρίσετε την καινούργια µας σειρά που κυκλοφορεί µε µεγάλη επιτυχία σε 
όλη την Ελλάδα. 


Τηλεφωνήστε στο: 


210 - 21.14.030-59 


Να σας το στείλουµε Λ(2ΡΗΑΝ µε «οµΓἰ6Γ, στο σπίτι σας] (έξοδα αποστολής 5 ϐ) 


Χρησιμοποιήστε δημιουργικά το χρόνο σας, μελετώντας µε ένα σώὠστό 
πρόγραµµα. χωρίς άγχος. Αυτό θα σας οδηγήσει στην επίτευξη του τελικού σας 
σκοπού. που είναι η επιτυχία. 

Εμείςθα είμαστε κοντά σας µετην ευχή. τα όνειρά σας να γίνουν πραγματικότητα. 





Κυκλοφορούν 


τα βιβλία της 
χρονιάς!!! 










πηο,. Του ὁ µε 

-- σωστή. αβορι .. 

ο ο... ἔπαν Αι » ἕ /.. Ω 
το σσ αληψη Ὀ 


ο 
στ 9 







τσ --- 


1. ΔΔΙΕΒΡΑ Α΄ Λυκείου 
Κωδ. 1. Τιμή: Ί7Τε 


2. ΕΚΦΡΑΣΗ - ΕΚΟΕΣΗ (Θεματικοί Κύκλοι) Α΄ Ενιαίου Λυκείου 
Κωδ. 2. Τιμή: 15ε 


3. ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Θετικής - Τεχν/κής Κατεύθυνσης Β΄ Λυκείου 
Κωδ. 2. Τιμή: Ί1σε 


4. ΕΚΦΡΑΣΗ - ΕΚΘΕΣΗ (Θεµατικοί Κύκλοι) Γενικής Παιδείας Β΄ Λυκείου 
Κωδ. 4. Τιμή: 1 ε 


5. ΦΥΣΙΚΗ Θετικής - Τεχν/κής Κατεύθυνσης Β΄ Λυκείου 
Κωῶδ. 5. Τιμή: Ίσε 


6. ΜΑΟΗΜΑΤΙΚΑ Γενικής Παιδείας ΙΤ Λυκείου 
Κωδ. 6. Τιμή: 15ε 


7. ΣΥΝΤΑΚΤΙΚΟ ΤΗΣ ΑΡΧΑΙΑΣ ΕΛΛΗΝΙΚΗΣ Α΄ Β΄ ἁἆ Γ΄ Λυκείου 
Κωδ. 7. Τιμή: 19ε 


δ. ΑΝΑΠΤΥΞΗ ΕΦΑΡΜΟΓΩΝ Τεχν/κης Κατεύθυνσης ΙΤ ᾽ Λυκείου 
ΚΚῶδ. δ. Τιμή: 12ε 


9. ΜΑΟΗΜΑΤΙΚΑ Θετικής - Τεχν/κής Κατεύθυνσης Ίος τόµος Ι ᾽ Λυκείου 
Κωδ. 9. Τιμή: 15ε 


10. ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Θετικής - Τεχν/κής Κατεύθυνσης 2ος τύµος Ι᾽ Λυκείου 
Κωδ. 23. Τιμή: 19ε 


1. ΕΚΦΡΑΣΗ - ΕΚΘΕΣΗ (Θεµατικοί Κύκλοι) Γενικής Παιδείας Γ΄ Λυκείου 
Κωδ. 10. Τιμή: 14 ε 


1}. ΑΡΧΑΙΑ ΕΛΛΗΝΙΚΑ (Ίο αδίδακτο κείμενο) Θεωρητ. Κατεύθυνσης Β΄ και ΙΓ΄ Λυκείου 
Κωδ. 11. Τιμή: 1σε 


19. ΙΣΤΟΡΙΑ ΙΤ Λυκείου Γεν. Παιδείας 
ΚΚῶδ. 24. Τιμή: Ίσε 


14. ΦΥΣΙΚΗ Β΄ Λυκείου Γεν. Παιδείας 
Κωδ. 26. Τιμή: Ίσε 


15. ΒΙΟΛΟΓΙΑ Γεν. Παιδείας Γ΄ Λυκείου 
Κωδ. 19. Τιµή: 15ε 


16. ΦΥΣΙΚΗ Θετικής - Τεχν/κής Ἱατεύθυνσης Ίος τύόµος Τ΄ Λυκείου 
Κωδ. 20. Τιμή: Ίσε 


Είναι γραμμένα µε νέο τρόπο, ώστε να σας βοηθούν όλο το 
χρόνο, αλλά και στις επαναλήψεις σας. 


ΕΝΗΜΕΡΩΣΟΥ ΔΠΟ ΤΟ ΒΙΒΛΙΟΠΩΛΕΙΟ ΤΗΣ ΠΕΡΙΟΧΗΣΣΟΥ 


ΒΙΒΛΙΟ 
µαθήµατα 


1.ΦΥΣΙΚΗ Α΄ Λυκείου ζωδ.21 





2.ΧΗΜΕΙΑ Α΄ Λυκείου Ἰῶω5δ.22 
3. ΦΥΣΙΚΗ Θετικής - Τεχν/κής Κατεύθυνσης Β΄ Λυκείου Ιςὠδ. 50 

4. ΧΗΜΕΙΑ Θετικής Κατεύθυνσης Β΄ Λυκείου κωδ. 51 
.ΜΑΟΗΜΑΤΙΚΑ Οετικής - Τεχν/κής Κατεύθυνσης Β΄ Λυκείου Γίὠ5δ. ὁ2 
ϐ. ΦΥΣΙΚΗ Γενικής Παιδείας Β΄ Λυκείου ἵςὠδ. 56 

7.ΑΛΙ ΕΒΡΑΙ ενικής Παιδείας Β΄ Λυκείου ἵκῶδ. 54 

δ.ΙΓ ΕΟΜΕΤΡΙΑ Γενικής Παιδείας Β΄ Λυκείου ἵςῶδ. 55 

9. ΦΥΣΙΚΗ Θετικής - Τεχν/κής Κατεύθυνσης [΄ Λυκείου ςὠ5δ.26 

10. ΧΗΜΕΙΑ Θετικής Κατεύθυνσης! ΄ Λυκείου κωδ. 57 
ΗΠ.ΜΔΟΗΝΜΑΤΙΚΑ Θετικής - Τεχν/κής Κατεύθυνσης] ΄ Λυκείου Ιςωδ. 2δ 


12. ΦΥΣΙΚΗ Ι ενικής Παιδείας 1 ΄ Λυκείου Ἰςὠδ. 9 


Το “αντίδοτο” για την... αμνησία την ώρα των εξετάσεων 
είναι η σωστή επανάληψη. 


ΕΝΗΜΕΡΩΣΟΥ ΔΠΟ ΤΟ ΒΙΒΛΙΟΠΩΛΕΙΟ ΤΗΣ ΠΕΡΙΟΧΗΣΣΟΥ 


Οέματα 
Προσομοίωσης 
ΚΡΙΤΗΡΙΑ 
ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΠΣ 





1. ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ ΕΚΦΡΑΣΗ - ΕΚΟΕΣΗ 
Γενικής Παιδείας Β΄ Λυκείου Γέὠδ. 12. Ῥιμή:ς ἷΣε 


2. ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ ΑΡΧΑΙΑ ΕΛΛΗΝΙΚΑ (Αντιγόνη) 
Γενικής Παιδείας Β΄ Λυκείου Γωὠδ. 12. Πιμή: δε 


3. ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ ΓΕΟΩΟΜΕΤΡΙΑ 
Γενικής Παιδείας Β΄ Λυκείου Ιςὠδ. 14. Ῥιμή: τε 


4. ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ ΙΣΤΟΡΙΑ 
Γενικής Παιδείας Β΄ Λυκείου Γίὠδ. 27 


5. ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ ΧΗΜΕΙΑ 
Θετικής Ἱατευθυνσης Β΄ Λυκείου Γίὠδ. 15, Ῥιμή: θε 


6. ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ ΧΗΜΕΙΑ 
Θετικής Ἱκατεύθυνσης ΙΓ΄ Λυκείου Ιςὠδ. 17. Ῥιμή: 1096 


7. ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
Θετικής - Τεχν/κής Κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου Ιςῴὠδ. 1ὃ 


δ. ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ ΕΚΦΡΑΣΗ - ΕΚΘΕΣΗ 
Γενικής Παιδείας Γ΄ Λυκείου Ἰίὠδ. 25 


Ο ΚΑΛΥΤΕΡΟΣ 
9. ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
Γενικής Παιδείας Ε΄ Λυκείου Ιςέὠδ. 16. Τιµή:οε ο το 
10. ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ ΦΥΣΙΚΗ ΕΒΑΟΘΜΟ ΜΑΘΗΣΗΣ 
Γενικής Παιδείας Γ΄ Λυκείου Ἰίὠδ. 28 ΠΟΥ ΕΧΕΤΕ 





1. ΚΡΙΤΗΡΙΑ ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗΣ ΦΥΣΙΚΗ ΠΕΤΥΧΕΙ. 
Θετικής - Τεχν/κής Κατεύθυνσης Γ΄ Λυκείου Ιςῶὠδ. 29 


Μία έκδοση απαραίτητη για όλη τη Χρονιά και ιδιαίτερα 
γιατις επαναλήψεις. 


ΕΝΗΜΕΡΩΣΟΥ ΔΗΠΟ ΤΟ ΒΙΒΛΙΟΠΩΛΕΙΟ ΤΗΣ ΠΕΡΙΟΧΗΣΣΟΥ 


